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XVII PIELIKUMS: “TEORETISKA HIDROSINAMIKA”, IEVADLEKCIJAS

PriekSvards

Sekojosas nodalas veidotas balstoties uz maniem A.C€bera lekciju kursa “Teoretiska
hidrodinamika” pierakstiem. NepiecieSamibas gadijuma satura skaidrakai izpratnei veidoju
izsmelosakus izvedumus un plasakus aprakstus. ST darba lasi$ana ieteicams izmantot ta
elektronisko MS Word versiju, jo materiala uztveramibu uzlaboju izveidojot saites terminiem
vai formulam, kas norada vietu darba, kura $is termins tiek paskaidrots sikak, vai formula tiek
1zvesta.

Kvadratiekavas []” likts tas literattiras avots, kas izmantots konkré&taja darba vieta.

L.Strazdina
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1. HIDRODINAMIKAS PAMATJEDZIENI
1.1. KAS IR NEPARTRAUKTA VIDE

1.1.1. Skidrumu struktiira un molekulu izkartojums

Skidrumos molekulu noteikts sakartojums katras molekulas Joti maza apkartné saglabajas

tikai Tslaicigi, to izjauc molekulu haotiska parvietoSanas. Tomér Skidrumos molekularie

mijiedarbibas speki ir tik lieli, ka to darbibas rezultata vidgjie attalumi starp molekulam

nemainas.

1.1.2. Nepartrauktas vides pazimes

Hidrodinamika $kidrumu apskata ka nepartrauktu vidi. Sadai videi ir sekojosas pazimes:

e katrs loti mazs tilpuma elements satur loti daudz molekulu
(Lai lokali izméritu kadu raksturlielumu, jaapskata mazs tilpuma elements, tomer ari
Sis mazais elements satur pietiekoSi daudz molekulu, t.i. ir liels, salidzinot ar
starpmolekularajiem attalumiem.),

e vielai var neievérot tas molekularo uzbiivi
(Molekulu 1pasibu raditas fluktuacijas nevar iespaidot méraparatu radijjumus),

e pienem, ka vides raksturlielumi ir nepartrauktas laika un koordinatu funkcijas.
Patiesiba Sie raksturlielumi (atrums, kustibas daudzums, blivums) nav vienmerigi
sadaliti. Sk., piem., att€la, kur paradits, ka noteikta tilpuma blivuma vertibas ir
atkarigas no S$aja tilpuma mériSanas procesa izdalita tilpuma elementa lieluma.
Abscisu ass — Skidruma tilpums, uz kuru attiecas mérijumi, ordinatu ass — skidruma
blivuma vertiba. 1 — “lokala” skidruma blivuma vértiba. 2 — izmainas, kas saistitas ar
blivuma telpisko sadalijumu. 3 — izmainas, kas saistitas ar molekulu fluktuacijam.

r

I
i
— l [35], 22.1pp.

1.2. IDEALS UN VISKOZS SKIDRUMS

1.2.1. Ideals Skidrums un ideala gaze

Gazi daudzviet uzskata ka Skidruma robezgadijumu, 1idz ar to ar jédzienu skidrums dazreiz
saprot vai nu 8kidrumu vai gazi. Skidrumam un gazém kustoties, rodas berzes speki (sk.3.1.3.
Skidrums kustiba; ar to saistitie spéki). Ja $ie speki ir nelieli, tos var neievérot, tad
aplikojamo gazi via Skidrumu sauc par idealu. Netieck nemts véra energijas disipacijas
process, kas var notikt tekosa Skidruma ieks€jas berzes (viskozitates) d€l un siltumkustibas
dg]. Protams, ideali $kidrumi reali nepastav. Sadu idealizaciju var pienemt, ja deformaciju
izmainas atrumi ir pietiekosi mazi.

ideals Skidrums

Mehanika par idealu uzskata nesaspiezamu (sk. 5.5.1. Nesaspiezamibas nosacijums) un
neviskozu (t.i. Skidrumu, kura pie jebkuras kustibas nerodas iek$€jas berzes spéki, ka

tangencialie, ta arT normalie) Skidrumu, kura var darboties tikai normalspiediens p (sk. 6.3.2.
Spiediens Skidrumos), ko viennozimigi nosaka saspieSanas pakape un temperatiira. Sadu
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$kidrumu apraksta $kidruma stavokla vienadojums (sk. 1.3.1. Skidruma stavokli aprakstosie
lielumi) ne tikai miera stavokli, bet ar1 jebkura kustiba.

ideala gaze
Idealu gazi veido termiska kustiba esoSas vielas molekulas, kuras tiek uzskatitas par
elementari mazam nemainigam loditeém, kas neatrodas mijiedarbiba cita ar citu.

1.2.2. Viskozs Skidrums

Ja Skidrumam kustoties rodas iekS€jie berzes spéki, tad tadu Skidrumu sauc par viskozu
skidrumu.

1.3. MATEMATISKAIS APRAKSTS

1.3.1. Skidruma stavokli aprakstogie lielumi

Matematiski Skidruma stavokli apraksta ar Skidruma atrumu aprakstosas funkcijas
palidzibu un jebkuriem diviem ta termodinamiskiem lielumiem, piem@ram, spiedienu p un.
blivumu p. Ka zinams, jebkuru termodinamisko lielumu var noteikt izmantojot stavokla
vienadojumu péc jebkuru citu divu termodinamisko lielumu vértibam (Sai gadijuma izvéleti ir
spiediens p un. blivums p), tapéc uzdevums ir ar pieciem lielumiem: janoskaidro 3 atruma
komponentes, spiediens un blivums.

Visi Sie lielumi ir koordinatu Dekarta taisnlenku koordinatu x; un laika funkcijas.
Tatad nepartrauktas vides katru punktu javar raksturot ar radiusvektora x; koordinateém kada
sakuma laika momenta.

Blivuma funkcijas definicija

>

Viens no nepartrauktu vidi raksturojoSiem lielumiem ir blivums. Izdala kadu tilpuma
& . e . - . Am
elementu AV ar masu Am. ST elementa tilpumu tiecina uz 0 un iegtst: p(X)= lim ——; kur

AV—0 AV
X =X; - €;; &; — Dekarta taisnlenka koordinasu sistémas orti.

1.3.2. Kustibas likums
Hidrodinamika, atskiriba no cietvielu mehanikas, netiek apskatita kermenu kustiba, bet gan
daudzu dalinu kopuma — kontinuma kustiba. Lai $adu kustibu aprakstitu, nepiecieSams
uzrakstit vienadojumu - kustibas likumu. To iegiist, piemérojot II Nitona likumu
nepartrauktai videi (sk. 7. nodala). Lai to izdaritu, vispirms nepiecieSams zinat katra
nepartrauktas vides elementa atrumu un paatrinagjumu. 2. nodala iegisim So lielumu
izteiksmes nepartrauktai videi.
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2. ATRUMS UN PAATRINAJUMS NEPARTRAUKTAI VIDE;
KONVEKTIVAIS ATVASINAJUMS

2.1. LAGRANZA PIEEJA.

2.1.1. Radiusvektors Lagranza pieeja
Kustibas likumus var izteikt individuali sekojot katrai dalipai. T.i., noradit stavokli Sai
dalinai (dalinas atkiramas ar sakumstavokli x,) katra laika momenta t: X = X(X,,t). Tadzgjadi
ir noteiktas visas Skidruma dalinu trajektorijas. Ja §ada funkcija buitu zinamu, teorétiski varétu
aprékinat visu interesgjoso. Sads attélojums ir viennozimigs, t.i. nevar gadities, ka dalinas,
kuram laika momenta t, ir dazadi x., péc kada laika vienlaicigi noklitu viena un taja pasa
punkta. Tatad vienme@r ir iesp&ams uzrakstit apgrieztu funkciju, t.i. zinot, kur tilpuma
elements atrodas kada laika momenta, var uzzinat, kur tas atradies sakuma. Izmantojot $adu
pieeju iegutu arkartigi lielu, neparskatamu un neaptveramu daudzumu skaitlu, kas aprakstitu
kustibu, 11dz ar to tas ir praktiski neizmantojams variants. Praks€ pielieto citu apraksta metodi
— Eilera pieeju.

2.1.2. Atruma definicija Lagranza pieeja

. [ox -
Lagranza pieeja atrums dalinai ar noteiktu sakumstavokli x,: V= (atj = V(Xq, 1),
XO
2.1.3. Paatrinajuma definicija Lagranza pieeja
- v o
Lagranza pieeja paatrinaums dalinai ar noteiktu sakumstavokli x,: @ = (&j- =a(X,,1)
X

2.2. EILERA PIEEJA

Eilera pieeja visus nepiecieSamos lielumus izsaka caur lielumiem, kas attiecas uz telpa
nekustigu punktu. Norada dazadu skidruma dalinu, kuras dazados laika momentos iet caur
vienu un to pasu telpas punktu, atrumu lielumus un virzienus.

2.2.1. Atrums Eilera pieeja
No Lagranza pieeja ieviesta X = X(X,,t) jaizsaka x, ka funkcija no x. Lidzigi izsaka vides
kustibas atrumu: v =v(X,(%,t),t)=V(X,t). Atruma funkcija tatad ir funkcija dotaja punkta no
punkta radiusvektora un laika.

2.2.2. Paatrinajums Eilera pieeja

Tagad katra punkta ir uzdots Skidruma kustibas atrums. Zinot $o atrumu sadalfjumu telpa,
nepiecieSsams uzrakstit materiala elementa paatrinajumu. Paatrinajums Lagranza pieeja ir
definéts tikai fiks€tam Skidruma elementam. Tad€] nav jégas péc Lagranza pieejas to atrast
noteiktd punktd, jo Saja punkta dazados laika brizos atradisies dazadi tilpuma elementi
(kermeni), tatad, paatrinajumu atrodot, ir jaseko konkrétai dalinai. Katra laika momenta
konkrétaja punkta nonak noteikta materiala dalina - kada, to nosaka p&c X,.

- (ov o .. . 5
a= (j—) = o V(Xo(Xa t), t). Saja atruma formula laiks ieiet gan tieSa veida, gan ar saliktas

funkcijas palidzibu.
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Atvasinot atruma funkciju tie$i pec laika (pie konstanta x), iegust: A

uzsvert to, ka x Seit ir konstants, nav nozimes, jo tiesi to jau norada parciala atvasinajuma
Zime 0.

. Turpmak 1pasi

X

ov ( OX:
Atvasinot netie$i: x raksturojas ar koordinatém x;, tadel iegust: . ( atl .
1 )ZO
Paatrinajuma izteiksme
Atceroties Atruma definicija Lagranza pieeja (netie$a atvasinajuma esam ieguvusi atruma i-to
~ dv_ov ov

a=—=—+v;
komponenti), galu gala iegust: de ot 0Xj |

Paatrinajuma izteiksme ar operatoru Nabla

o o0 0
legito formulu parraksta citd veida, ievedot operatoru Nabla V = ; ; jeb
8X] 8X2 8X3

\%

V= o Redzams, ka Vj P atruma vektora un operatora Nabla skalarais reizinajums un
X; X ;
1 1

operators Nabla iedarbojas uz atruma vektoru. Tatad ieglita paatrinadjuma izteiksme:
2> dv oV Lo
a=-——= —+(VV)V

dt ot

2.3. KONVEKTIVAIS ATVASINAJUMS.

. .d_ o0 .
Atvasinajumu, kas ir P = 2 + (VV) forma, sauc par konvektivo atvasinajumu. Tas parada, ka

mainas atrums kustoSam materialam elementam, kas parvietojas no viena punkta uz citu
materiala telpa. Redzams, ka §1 atruma izteiksme ir nelineara.
2.3.1. Paatrinajuma nelinearitate

Tatad nepartrauktai videi paatrindjums no atruma ir atkarigs nelineari! Palielinot atrumu 10
reizes, paatrindjums nepalielinasies 10 reizes. Nesaspiezamiem Skidrumiem Iidz ar §is
izteiksmes izvedumu izpausmju nelinearitates jau ir iegits. ST nelinearitate ari paskaidro
dazadas turbulences un virpulu raSanas paradibas. Pateicoties tieSi §im faktam tiek sarakstitas
neskaitamas briesmigi biezas gramatas...
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3. SPEKI NEPARTRAUKTA VIDE

3.1. SPEKU IEDALIJUMS

3.1.1. Taldarbibas jeb tilpuma jeb masas speki
Piem., smaguma spé€ks, kas loti Iénam samazinas, attalinoties mijiedarbojosamies kermeniem,
bet tomer $is speks ir nozimigs Skidrumiem raksturigajos izméros. Tadi speki sp€j iedarboties
uz visiem Skidruma elementiem un to rezult§josais speks ir proporcionals elementa tilpumam
un Iidz ar to arT masai. Ka taldarbibas sp€kus biitu v€l jamin arT inerces un elektromagnétiskos
spekus, kuriem ir bitiska nozime attiecigi rot€joSos un elektriski uzladétos Skidrumos.
Rezult&joso taldarbibas speku, kas laika momenta t darbojas uz Skidrumu ar tilpumu 8V, kas
aptver punktu ar radiusvektoru r, var pierakstit: F(r,t)p- oV

3.1.2. Tuvdarbibas jeb molekularie speki
Tie ir tadi, kas strauji samazinas, palielinoties attalumam starp mijiedarbojoSamies
elementiem. Tie ir tieSi saistiti ar vielas uzbivi un ievérojami tikai tad, ja attalumi starp
elementiem ir salidzinami ar starpmolekularajiem attalumiem. Tos lielakoties izsauc kustibas
daudzuma parnese caur elementu kopigo robezu, kas norit pateicoties molekulu kustibai caur
So robezu, ka arT molekulu svarstibu kustiba paraléli robezai un molekulu mijiedarbiba abpus
robezai. Tuvdarbibas spéki ir atkarigi no mijiedarbojoSos elementu saskares virsmas laukuma,
bet nav atkarigi no to tilpuma. Materialo elementu apnemosa tilpuma virsmas dazadas dalas ir
dazadi orient€tas telpa, tapec vispirms janoskaidro plakana materiala elementa tuvdarbibas
speku izteiksme.

3.1.3. IeksSgjie berzes speki

Ja Skidrums atrodas kustiba, tad kopa ar normalajiem spékiem, taja, ja Skidrums nav
ideals (sk. 1.2.1. Ideals Skidrums), starp Skidruma slaniem, kas atrodas relativa kustiba,
darbojas iek$gjas berzes jeb viskozitates speki. Sie speki ir versti gar slanu saskares virsmu
pretgji slanu relativa atruma virzienam, t.i. viskozitates speki, darbojoties uz diviem saskaré
esosiem slaniem, kas kustas ar dazadiem atrumiem, censas paléninat to slani, kura atrums ir
lielaks, un paatrinat to slani, kura atrums ir mazaks.

Sie speki ir tangencialie spéki un tie nav nosakami péc pa$am deformacijam
(nobidém), bet péc to atrumiem, t.i. deformaciju atvasinajumiem pé&c laika. Tapéc tos
jaattiecina uz berzes speku klasi. Kopa ar tangencialajiem var eksistét arT normalie vai tilpuma
ieksgjas berzes speki. No parasta spiediena Sie speki atSkiras ar to, ka arT tie nosakami péc
deformaciju atvasinajumiem péc laika, t.i. deformaciju atruma. Siem spékiem ir bitiska loma
atros procesos, piem. su ultraskanas vilnu izplatiba.

Rezultéjosais speks Skidrumam kustiba

Bez ieksgjiem berzes spekiem uz Skidruma kustoSu kermeni no apkartgjas vides
darbojas v&l arT normalspiediens (sk. 6.3.2. Spiediens Skidrumos). Rezult§josajam So
normalspéku vektoram ir komponente, kas veérsta preteji kermena kustibas virzienam. Pie
lieliem atrumiem ta daudzkart parsniedz pretestibas spekus, ko rada viskoza berze. Par berzes
speku Sai gadijuma sauc summaro viskozo spé€ku un normalspiediena spéku vektoru. Pie
nelieliem atrumiem Sis berzes speks proporcionals atruma pirmajai pakapei.

3.2. PAMATOJUMS, KA NEPARTRAUKTA VIDE DARBOJAS SPEKI.

3.2.1. Materiala elementa paatrinajums stacionara plisma

No paatrinajuma formulas Eilera pieeja redzams, ka art tad, ja Skidruma kustiba ir stacionara,
t.i. plismas atrumu lauks laika nemainas, materialajam elementam var biit paatrinajums!
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Materiala elementa kustiba no viena punkta uz otru kustibas paatrinajumu raksturo loceklis

—

(VV)V kas var nebiit nulle arf tad, ja o ir vienads ar nulli.

3.2.2. Piemérs - sferas aptecésana

35]

Attela verojama pliismas aina ir stacionara, bet péc pliismas Inijam redzams, ka
atrumi ir mainigi.

Ja sferu aptek Skidrums, tad pret sféras centru tas ir pilniba nobremzets, savukart

2
augSpus un lejpus centram atrumam japieaug (Bernulli likums: %+pgh+p =Const ),
tatad, parvietojoties no viena punkta uz otru, Skidruma elementam mainas atrums.

Atruma mainu laika raksturo paatrinajums, tatad jasecina, ka attiecigie Skidruma
elementi kustas paatrinati. Ja ir paatrinajums, tad darbojas ari speki. Siem spekiem un to
izmainai tad arT ir jaatrod matematisks apraksts, t.i. jaraksta kustibas vienadojums. Lai to
varétu izdarit, nepiecieSams noteikt, ka mainas tilpuma elements (4.nodala), ta blivums
(8.nodala), ka ar1 noteikt spriegumus, kas darbojas Skidruma (6.nodala).

Dalambeéra paradokss jeb pieradijums viskozitates eksistencei [35]

Apraksts

Apskata ideala (sk. ideals skidrums), nesaspiezama Skidruma bezvirpulu stacionaru kustibu.
Pienemsim, ka gadijuma, kad nav Skidruma ievietotu arg&ju kermenu, Skidrums tek paraléla
plisma. Ja taja ievieto kermeni, tad tas izkroplo plismu. Bet pietiekosi talos gabalos no
kermena pliisma atkal bis paralela. Ja neilgi péc kermena ievietoSanas pliismas Iinijas bis
mainigas, tad péc zinama laika pliisma nostabiliz€sies un pliismas Iinijas laika saglabas savu
izskatu. Pienemsim, ka $kidrums plist taisnvirziena caurulg.

Skidruma dalas impulsa konstantums

B
Skidruma nesaspieZzamibas dé] pliismas linijas talu no kermena ir paral€las caurulei un to
2

atrums S$aja apgabala ir visur vienads. Péc Bernulli likuma p\2/ +pgh +p =Const seko, ka
bis vienadi arT spiedieni. Apskatisim Skidruma daJu ABCD, kura atrodas kermenis. Pienemts,
ka griezumi AB un CD atrodas talu no kermena, lidz ar to caur tiem pliisma tek paraléli
caurulei. P&c neilga briza $1 Skidruma dala atradisies stavokli A’B’C’D’. Pie tam tas impulss
paliks nemainigs. No plismas atrumu vienadibas “bezgaliba” seko, ka impulsi Skidruma
apgabalos ABA’B’ un CDC’D’ art ir vienadi. Tatad — aptekot kermeni Skidruma impulss
neizmainas.

Rezultéjosais speks uz Skidruma dalu

Tatad rezultgjosSais speks, kas darbojas uz apskatamo Skidruma dalu plismas virziena, ir
vienads ar nulli. Bet Sis speks sastav no spiedienu speku starpibas uz virsmam AB un CD un
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no speka F,’, ar kuru kermenis darbojas uz Skidrumu (caurules sieninu spiedienu var nenemt

vera, jo tam nav komponentes pliismas virziend). Spiediena sp€ki uz plakném AB un CD

viens otru lidzsvaro, tapéc F,’=0. Tatad nulle ir arT frontalas pretestibas speks F,. Sis izvedums

ir spéka jebkura izmeéra caurulei, un ar tad, ja caurules vispar nav, bet pliisma ir taisnvirziena.

Dalambera paradokss

Secinajumi no ieprieks izvesta

Tatad stacionara ideala nesaspiezama Skidruma pliisma vai kermenim vienmeérigi kustoties

nekustiga skidruma, frontalas pretestibas speks ir 0.

Situacija reala Skidruma plisma

Tomér Skidrumam pliistot pa horizontalu nemainiga Sk&rsgriezuma cauruli, spiediens, ko

eksperimenta uzrada manometriskas caurulites dazadas caurules vietas, nav vienads, ka tam
2

vajadzétu but saskapa ar Bernulli vienadojumu p% +pgh+p=C, bet nepartraukti
samazinas Skidruma pliismas atruma v virziena. Spiediens p;, kas darbojas kustibas virziena
uz noteikta Skidruma tilpuma aizmuguréjo virsmu S, ir lielaks par spiedienu p, kas darbojas
pretgja virziena uz $1 Skidruma tilpuma prieks€jo virsmu S.. Kaut gan pastav spiediena spéku
starpiba, tomer skidrums caurulé kustas bez paatrinajuma. No ta izriet, ka bez spiediena
spekiem uz doto kustiba esoSo skidruma tilpumu darbojas art Skidruma atrumam pretgja
virziena versti viskozitates speki, kuri kompense spiediena speku starpibu.

Vispariga gadijuma viskoza Skidruma plismai Bernulli vienadojumu nevar pielietot, jo
darbojas viskozitates sp€ki, kuri $aja vienadojuma nav ieve€roti. Viskozitates speku
parvaréSanai tiek patéréta dala no plustosa skidruma energijas, kas parasti parvérSsas molekulu
termiskaja energija.

Dalambéra paradoksa esamiba uzskatami parada, ka nosakot frontalo pretestibu, ko jit
kermenis vienmeériga kustiba, Skidrumu nedrikst uzskatit par idealu.

Spéku momenta vienadiba ar 0.

Dalambera paradoksa izvedums attiecas tikai uz frontalo pretestibu F;, bet ne uz c€l&jspeku F,
un speku momentu M, ar ko Skidruma pliisma darbojas uz kermeni. Moments M pret masas
centru ir 0 tikai tad, kad kermenis ir simetrisks un ir simetriski novietots attieciba pret straumi.
Ja tads nosacijums neizpildas, tad ta nav. Aptekot kermeni visa pliisma novirzas sanus, t.i.
virziena, kas perpendikulars neierosinata Skidruma pliismas virzienam. Tas izsauc Skidruma
kustibas daudzuma momenta izmainu un rada spéku momentu, kas darbojas uz kermeni.
Rezultata moments griez kermeni, kamér netiek lidzsvarots un pliisma ap kermeni ir atkal
stacionara.

Dalambeéra paradoks nevienmerigi kustoSam kermenim.

Tadam Dalambeéra paradokss nerodas, jo ar kustigu kermeni ir saistita zinama Skidruma masa,
ko tas aizvelk sev Iidzi — piesaistita masa. Paatrinot kermeni paatrinas ari piesaistita masa.
Tapéc paatrinajuma pieskirSanai kermenim Skidruma vajadzigs lielaks speks, neka tada pasa
paatrinajuma pieskirSanai arpus Skidruma. Tas arT nozimé, ka skidrums izrada pretestibu
kermenim, kas taja kustas paatrinati.
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4. NEPARTRAUKTAS VIDES TILPUMA ELEMENTA IZMAINA.
4.1. PAR TILPUMA IZMAINAS IEMESLIEM UN SVARIGUMU

4.1.1. Kapeéc svarigi zinat tilpuma izmainas
Zinot, kas notiek ar tilpumu, var@s pateikt, kas notiek ar nepartrauktas vides blivumu
(nepartrauktibas vienadojums), kas ir viens no pasiem svarigakajiem jautajumiem.
Blivuma izmainu noteikSanai izmanto masas saglabaSanas likumu, uzskatot, ka
materiala elementa masa paliek nemainiga un péta, ka mainas tilpums, ja vide kustas.
4.1.2. Pamatojums, kapéc tilpuma izmainas vispar rodas
Ja vide parvietojas ar konstantu atrumu, materialais elements parvietojoties nemainis
formu. Savukart, ja kustiba ir nehomogena, tad atruma vektors dazados telpas punktos ir
dazads, tapec ar apskatamo tilpuma elementu V kaut kas notiks.

4.2. TILPUMA ELEMENTA MATEMATISKAIS APRAKSTS

4.2.1. Tilpuma elements sakummomenta
Pienem, ka sakummomenta materialais elements ir taisnstiira paral€lskaldnpa forma, ta Skautnu
garumi ir Ax;, AX,, Ax; un tas ir veérstas Dekarta koordinatu asu virzienos. Tapéc
AV:AXl 'AXQ'AX3.
4.2.1. Vienadojumi paralélskaldpa Skautném

Kas notiks ar tilpuma elementu, ja punkti uz x; asim parvietosies ar dazadiem
atrumiem?
Tada punkta, kas atrodas uz paral€lskaldna Skautnes, kustibu var aprakstit ar radiusvektora
vienadojumu. Tatad apskatamais punkts no x péc laika momenta At nonaks punkta x’:
X’ = x+v(x, t)At. Sis vienadojums ir rakstits ar precizitati lidz At pirmajai kartai (piem.,
salidzinot ar formulu s=vt+at*/2).

Vienadojums punktam uz Skautnes x; ass virziena

x’ =x;-e1 +v(x1, 0, 0, t) (ja X2, x3=0)
Redzam, ka x’ punkta radiusvektors izsakas ka x; funkcija. Bet ja punkta radiusvektors ir
uzdots ka funkcija no viena mainiga — ta ir linijas funkcija. Tatad Skautne parvietojas pa liniju.
So Iiniju var raksturot ar pieskares vektoru.
Pieskares vienadojumi

Pieskares vienadojumi atbilstoSo Skautnu punktu parvietojumu Iinijam.

2> ox' 7 0oV - ox' 7 ov - ox' 7 oV

T = =e|+ —At; 12 = =e2+ —At; 13 = =e3+—At

1 0X 0X 5 0X 5 0X 3 0x3

Vektori t; nav vairs obligati perpendikulari, ka tas bija ar vektoriem e, jo paradijies loceklis
\
. At | 11dz ar to izveidojas “paralélskaldnis”, kura Skautnes ir IikITnijas.
i
Vienadojumi Skautném jeb paralélskaldna malu garumiem

Ja Ax; panem pietiekoSi mazus, tad var uzskatit, ka linijas virziens sakrit ar pieskares vektora
virzienu koordinatu sakumpunkta. Tatad liniju vienadojumi, ko veido definétas Skautnes ir:

TAX|; T,AX,; T3Ax3. Sie vienadojumi definé paralélskaldna malu garumus. Tajos
ietilpstoSie Ax; ir skalari lielumi, kurus , izpildot vektorialas operacijas, var iznest pirms
iekavam.
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4.2.2. Paralelskaldnpa tilpums péc laika At
Ka aprekinat paralelskaldpa tilpumu péc laika At
NepiecieSams iegit, kads biis paral€lskaldpa tilpums pec laika At. To var iegiit ar skaldgu
vektoru jaukto reizinajumu. Tatad péc laika At paralélskaldpa tilpums bis: AV’=T;AX;-
T,AX, - T3AX3, AV'= AX|AX,AX; T[T, X T3], Redzams, ka AX|AX,AX; ir paralglskaldna
sakotngjais tilpums. Lidz ar to: AV'=AV -7 [T, x T3], So izteiksmi jaaprékina mazu At
gadijuma.
Pieskares vektoru jaukta reizinajuma aprekinasana
Apréekina determinantu ar attiecigajam vektoru komponentém.

aVl 8V2 8V3
1+—At —= At —= At
8x1 8X1 8X1
2|7 7 ov ov ov "
ti| tox T3 |=| —LAt 1+ —2At  —2At |.So determinantu var risinat tiesi, atstajot
8X2 6X2 6X2
0 0 0
o At QAA[ 1+ ovs. At
aX3 aX 3 aXZ

loceklus ar precizitati lidz At pirmaja pakapé. Vienkarsak ir izmantojot Liuvila teorému, ko

pierada statistiskaja fizika.

-------------- Liuvila teoréema

Determinants ir tadu reizinajumu summa, kur katrs reizinatajs satur tikai vienu locekli no

katras rindinas un katras kolonas. Ja ir matrica nxn, tad reizinajuma ir n locekli. Pie tam

reizinajums tiek summeéts ar zimi, ko nosaka permutaciju skaits. Piem., ja no pirmas rindinas
12...n

..n

Redzams, ka Seit nepiecieSama viena transpozicija, lai no pirmas rindinas iegiitu otro. Ja

sanak nepara transpoziciju skaits, locekli nem ar “-*“ zZimi. Ja para — ar “+” zZimi.

-------------- Liuvila teorémas pieradijums.

Ja attiecigais reizinajums summa satur vienu nediagonalu matricas locekli, piem. ay (i#k), tad

ir skaidrs, $im te reizinajumam jasatur v€l vismaz viens nediagonals loceklis, jo no i-tas

rindinas locekli a; nevar nemt, jo jau ir panemts ax un arT no k-tas rindinas ir tas pats ay, tapec

nevar nemt locekli aw. Ja matrica ir n rindinas, tad var biit n diagonali locekli. Reizinajuma

jabtt n locekliem. Tatad katra reizinajuma ir para skaits diagonalu un nediagonalu loceklu.
Paralélskaldna tilpums péc laika At

Saskana ar Liuvila teorému visu nediagonalo loceklu reizinajumus var atmest, jo tie biis otras

kartas mazi lielumi (reizinajuma biis At?, bet aprékini ir ar precizitati At), no diagonalo locek]u

reizindjuma atmetot otras kartas mazos lielumus iegst:

1+@At 1+%At 1+%At =1+ 8V]+8VZ+8V3 At =
5X1 8X2 6X3 5X1 aXZ 6X3
. e d
ov; At; = 1+div v-At

1

Tatad, atceroties ieprieks izvesto, AV'= AV - T[T, x T3 ]= AV - (1 + divv - At).

reizinajuma nem otro locekli, bet no otras rindinas — pirmo, tad to var uzrakstit:

=1+

4.2.3. Tilpuma elementa izmaina laika

s e . . _ . AV'-AV .
Pedgja iegita izteiksmé parnes AV uz otru pusi un izdala ar At. Iegust: At =AVdivv,
. . . . AV'-AV dAV dAvV .
Ta ka aprekinus veicam piepemot, ka At—0 un lim = ,tad ——=AVdivv.

At—0 At dt dt

59



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

S1 formula ir iegiita izmatojot tikai kinematikas likumsakaribas.
Ja AV=0, tad dotais punkts tilpumu nemaina, tiesi tad€] formulas labaja pusg ir palicis AV.
Izmantojot tikko iegiito tilpuma elementa izmainu laika, var izvest

5. NEPARTRAUKTIBAS VIENADOJUMS.

5.1. KA IEGUT NEPARTRAUKTIBAS VIENADOJUMU

Zinot tilpuma elementa izmainu laika, talak izmanto masas saglabasanas likumu, lai iegttu
vienadojumu blivumam, t.i. nepartrauktibas vienadojumu. Tada veida ieglis pirmo
nepartrauktas vides vienadojumu, kas aprakstis, ka mainas nepartrauktas vides blivums, ja
sisteéma kustas.

5.2. NEPARTRAUKTIBAS VIENADOJUMA IZVEDUMS

5.2.1. Masas izmaina
No blivuma definicijas izriet, ka Am=pAV.
Masas izmaina laika elementam, ko apraksta ar Lagranza koordinatem
Ja seko atseviSka materiala elementa masas izmainam laika, tad skaidrs, ka ST konkréta
tilpuma elementa masa laika nevar mainities. Tatad materialo elementu var raksturot ar

. . a
Lagranza koordinatém X,, t.i. a Am | =0,

xo=Const

Masas izmaina laika Eilera pieeja
Tatad aprakstot kustibu Eilera pieeja, izteiksmei Am=pAV konvektivi jaatvasina, jo sekojam
fiksétam materialajam elementam.

d d
Atvasinot iegast: 0 = P AV + p—AV.
dt dt

5.2.2. Nepartrauktibas vienadojums
Nepartrauktibas vienadojuma iegiiSana
Izmantojot masas izmainas laika izteiksmi un ieprieks izvesto tilpuma elementa izmainu laika,

: . : dp = .. 72 L
iznesot AV pirms iekavam iegiist: AV E‘FPdIV v |=0. Ta ka formulas tika izvestas

patvaligam tilpuma elementam AV, tad vienadiba visos gadijumos var izpildities tikai tad, kad
iekavas esoSais ir vienads ar nulli.
Nepartrauktibas vienadojums ar neizverstu blivuma konvektivo atvasinajumu.

%
Lidz ar to iegiits nepartrauktibas vienadojums 3‘3 +pdivv=0.
t
Nepartrauktibas vienadojums ar konvektivi atvasinatu blivumu

: . . 0 - - S
Blivumu atvasina konvektivi, tad iegist: a‘:+(VV)p +p-divv=0. So izteiksmi var

parveidot, izmantojot vektoralgebras likumsakaribas.

Vektoralgebras likumsakariba
Nabla ir gan diferencials operators, kurs§ stav pa kreisi no ta lieluma, uz kuru darbojas, gan
vektorials operators, tapéc jaizmanto vektoralgebras sakaribas. Diferenc€jot skalara un
vektoriala lieluma reizinajumu, ar operatoru Nabla vispirms iedarbojas uz pirmo, tad uz otro

A {
reizinataju: V(u-a) :V(u- ﬁ}rV(uéJ, No pirma saskaitama iegist: gradu-a. Ta ka §is ir

vektoru skalars reizinajums, tad drikst mainit reizinatajus vietam un rakstit: a- gradu. Otrais
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saskaitamais ir vektora Nabla skalars reizinajums ar a. Savukart vektors a tiek reizinats ar
skaitli. So skaitli drikst iznest pirms skalara reizinajuma. Ieglist: uw-diva. Lidz ar to
V(u-d)=4a-gradu + u - diva

Nepartrauktibas vienadojuma pieraksts, izmantojot vektoralgebru

C .. .0 - - .
Attiecigi viegli pamanit, ka izteiksmi a‘z+(VV)p +p-divv=0 var parveidot ka

0 - . . . .
a[t)+dlvpv=0. Redzams, ka tad, ja blivums ir telpa nemainigs, to var nemt pirms

divergences zimes ka konstanti.
-------------- Skidruma pliasmas blivums

. . : g .
Pierakstu var saisinat, ieviesot jeédzienu skidruma pliismas blivums: j = p-v: 6“3 +divj=0

Nepartrauktibas vienadojums tenzorala veida
P __ 3wy )
Izteiksmi var parrakstit ari tenzorala veida: & dzy,

5.2.3. Nepartrauktibas vienadojuma izvedums, izmantojot Gausa-Ostrogradska
teoremu ([15], 14.lpp.)

Aplikosim kadu telpas tilpumu V,. Taja Skidruma daudzums (masa) ir jpdV , IntegréSana

javeic apgabala V,. Caur virsmas elementu dS, kas aptver doto tilpumu V,, laika vieniba iztek
pvdS Skidruma; vektors dS péc absoliita lieluma ir vienads ar virsmas laukuma elementa
laukumu un versts ta argjas normales virziena. Tad pvdS ir pozitivs, ja Skidrums iztek no

tilpuma. Tatad no apskatama tilpuma pavisam izpliist §; p\7d§ . So virsmas integrali péc Gausa-

Ostrogradska teorémas parveido integrali péc tilpuma: §p§d§ = jdiv(pV)dV )

. . . 0
No otras puses Skidruma masas samazinaSanos tilpuma V, var uzrakstit ka ~ J pdV .

0 .-
Pielidzinot izteiksmes iegiist: j(@f + dlvpvj dv=0.
Sai vienadibai jaizpildas jebkuram tilpumam, tapéc zemintegrala izteiksmei jabiit vienadai ar

nulli: P +divpv =0.
ot

5.3. VAI IEGUTA VIENADOJUMU SISTEMA IR NOSLEGTA?

Uzrakstot nepartrauktibas vienadojumu, taja ir iesaistiti 4 nezinami lielumi, t.i. tris atruma
komponentes un blivums. Tatad, lai iegiitu noslé€gtu sistemu, vél jaiegist vienadojumi
atrumiem (7.nodala).

5.4. LOKALIE SAGLABASANAS LIKUMI.

. . on : : .
Ja likums ir §+ divua =0 forma, tad attieciga parametra u saglabaSanas likums izpildas

tikai globali, lokali skatoties u var “aiziet” vai art “pienakt”. Sk. sikak 9.1.3. nodalu.
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5.5. NEPARTRAUKTIBAS VIENADOJUMS IPASOS GADIJUMOS

5.5.1. NesaspieZamibas nosacijums
Ja Skidrums ir nesaspiezams, t.i. ta blivums ir laika nemainigs, tad nepartrauktibas
 __3m)
vienadojums % %y stipri vienkarsojas: div(pv)=0

5.5.2. NesaspieZams Skidrums ar telpa nemainigu blivumu.
Ja skidrums ir ne tikai nesaspiezams, bet ta blivums ir nemainigs ar telpa, tad nepartrauktibas
vienadojums vienkarsojas vel vairak: divv =0
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6. TUVDARBIBAS SPEKI SKIDRUMA
6.1. KAS IR SPRIEGUMS

6.1.1. Mijiedarbibas starp tilpuma elementiem
Lai atrastu spekus, kadi darbojas nepartraukta vide, jaatbild uz jautajumu, ka aprakstit
mijiedarbibu starp dazadiem nepartrauktas vides materialajiem elementiem. Izsaka hipotézi,
ka mijiedarbiba nepartraukta vidé notiek tikai starp tiem materialajiem elementiem, kas ir
tiesa savstarpgja kontakta, t.i. tiek apskatiti tuvdarbibas spéki un tiek izslégti taldarbibas
speki. Ieks€jos spriegumus tatad nosaka molekularie speki. Spriegumu teorija visbiitiskakais ir
tas apstaklis, ka molekularajiem spekiem ir loti neliels darbibas radiuss. Sie spéeki izplatas ap
tos radosajam dalipam tikai starpmolekularos attalumos. Bet spriegumu teorija ka
makroskopiska teorija tiek apskatiti tikai tie attalumi, kas lieli salidzinajuma ar
starpmolekulariem. Tapéc molekularo speéku darbibas radiusu spriegumu teorija jauzskata par
0. Tapéc var uzskatit, ka ieks€jos spriegumus radoSie speki ir tuvdarbibas speki, kas tiek
nodoti no katra punkta tikai tam tuvakajam. No ta seko, ka speki uz kadu apskatamo tilpuma
dalu no to aptverosas dalas darbojas tikai ar tas virsmas palidzibu. Tas vairs ta nav gadijuma,
ja lidz ar deformaciju veidojas makroskopiski elektriskie lauki.
6.1.2. Ka rodas ieksé€jie sprieguma speki

Nedeforméta tilpuma elementa attdlumus starp molekulam nosaka to siltumkustibas
lidzsvarstavoklis. Pie tam visas kermena dalas atrodas savstarp&ja mehaniska Iidzsvara. Tas
nozimé, ka apskatot So tilpuma elementu, rezult&josais speks uz to no citu dalu puses ir 0.
Tilpuma elementam deformgjoties, molekulu savstarp&jais attalums mainas un lidzsvars
tilpuma elementa tiek izjaukts. Rezultata rodas speki, kas tiecas tilpuma elementu atgriezt
lidzsvara stavokli. Sie iek3gjie speki tick saukti par sprieguma spekiem. Ja kermenis nav
deformeéts, tad ieks$€jo spriegumu nav.

6.1.3. Lokalais spriegums
Ta ka mijiedarbiba notiek tikai caur virsmu, tad jo lielaka kontaktvirsma, jo specigaka
mijiedarbiba. Mijiedarbibu raksturo ar spéku. Spéku uz laukuma vienibu, ar kuru plakana
Skidruma elementa viena virsmas puse iedarbojas uz otru virsmas pusi, sauc par lokalo
spriegumu G .

B o o T
" meden Rt
& i M 13
4 Y s Jm‘:z_r
e s

Tatad o ir tads spriegums, ko rada Skidrums no tas tilpuma elementa virsmas puses, uz
kuru ir vérsta normale n, uz tilpumu, kas atrodas tilpuma elementa virsmas pretéja puse€. Tas
nozimé, ka vektora ¢ normala komponente, kas sakrit ar normales n virzienu, ir stiepes speks.
Summarais sprieguma speks atrodams nosummgjot So lokalo spriegumu pa visu virsmu.

Lokala sprieguma spéka funkcija ir nepara

Tatad lokalo sprieguma spéku var pierakstit ka G(ﬁ,f,t)AS. Spriegums ir atkarigs no
virsmas normales virziena.

Speku, ar kuru otra Skidruma virsma iedarbojas uz pirmo, protams, var pierakstit ka
—&(,T,t)AS. Ta ka to paSu var uzrakstit ka: — (i, T, t)AS = &(— 11, T, t)AS, var secinat, ka
sprieguma funkcijai o jabiit nepara funkcijai attieciba pret virsmas normali n. So sakaribu

63



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

pierada, uzrakstot speku balansu cilindriskam materialam elementam un tiecinot uz nulli ta
augstumu.

Spriegums dazados virzienos

Ar sprieguma jédziena ievieSanu sist€émas apraksta biitiski uzlabojumi nav izdariti.
Vispariga gadijuma nav pamata uzskatit, ka spriegums biis viens un tas pats uz dazadi

B

1
orientétiem virsmas elementiem. Pieméram: ja ir =— veida atrumu sadalfjums slanim, tad
horizontala virziena ir veérsti noteikti spriegumi, bet atruma virzienam perpendikulari
spriegumi ir vienadi ar nulli.

6.2. SPRIEGUMA TENZORS

6.2.1. Kapéc vajadzigs sprieguma tenzors
Aprakstit sprieguma spekus bezgaligi dazadam orientacijam ir pilnigi neiesp&jami. Tas
nav arl nepiecieSami. Ir formula, kas pilniba lauj Sos spriegumus &rti aprakstit — tas ir
sprieguma tenzors. Ar ta palidzibu uz patvaligi orientetu virsmu spriegumus var izteikt ar
sprieguma tenzora komponentém.
Vispirms jaatrod sprieguma sp€ka atkariba no normales virziena pret virsmas
elementu, uz kuru tas darbojas.

6.2.2. Pamatspriegumi

[ 1.
P

f ‘I:r* -
Spriegums, kas darbojas uz virsmu ar normali k-tas ass virziena, var tikt izteikts: G(Ek ) =Gy

(orti versti k-tas ass virziena un ir paraléli apskatamas virsmas normalet).
Katram no Siem sprieguma vektoriem ir 3 komponentes dotaja koordinatu sist€éma, t.i.

Gk =0€;, kur i=1,2,3 raksturo atbilstoSo sprieguma vektora komponenti, savukart k
raksturo apskatamas virsmas elementa normalei paral€lo ortu.
Tatad o, ir sprieguma, kas darbojas uz virsmas elementu ar normali k-tas ass virziena i-ta
komponente.

6.2.3. Sprieguma tenzora izvedums patvaligi orientétam virsmas elementam

Teoréma
Sprieguma, kas darbojas uz patvaliga virziena orient€tu virsmas elementu ar normali

n, i-ta komponente var tikt izteikta: G; (ﬁ) =0y Ny .

Ja §1 teoréma ir speka, tad, lai izrékinatu spriegumu, kas darbojas uz patvaligi orientétu
virsmas elementu, pilnigi pietiek zinat sprieguma tenzora cix komponensu veértibas. Tas ir otra
ranga tenzors, tatad tam jaatrod devinu komponensu vertibas.
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Velak, apskatot jautajumu par sprieguma tenzora simetriskumu, atklasies, ka vairuma
gadifjumu tenzors ir simetrisks un tatad tam ir tikai 6 dazadas komponentes.

Pieradijums

Dotaja punkta, kura grib sakaribu pieradit, uzbiivé tetraedru, kura pamata normale ir
paral€la apskatamas virsmas normalei, kas ir teoréma dotas formulas kreisaja puse.

Vispirms apskatisim visus spékus, kas darbojas tetraedra veida elementa ar tilpumu
OV. Trijam So elementu ierobezojoSajam skaldném ir laukumi S;, S,, S; un attiecigi argjas
normales, kas verstas asu vienibasvektoriem e; pretéja virziena —e;, -e,, -e;. Pamatam ir
laukums S un normale n.

Virsmas spéki, kas darbojas uz tetraedru.
Virsmas speki uz skidrumu tetraedra darbosies caur visam tetraedra skaldném. Atkaribu nor
un t Seit neievero, jo Sie lielumi dotaja bridi ir aptuveni vienadi visiem saskaitamajiem.
-------------- Pret pamatu:
Speks, kas darbojas pret tetraedra pamatu, kura normale ir virziena n. Fpamats =G (ﬁ) S

-------------- pret skaldném:
Fslza(_él)'sl; FSzza(_éz)'Sz; FS3:6(_63)'S3
-------------- Summarais virsmas speks
Fs = Fpamats + Fsy + Fs, + Fs3 . Nemot véra sakaribu: 6(— 6) = —6(6) , iegiist:
Fy =6(i)-S-6(¢;)-8; - 6(€,)-S, - 6(¢))-S,.

Tetraedra raksturigais izmers
Tetraedru var raksturot ar raksturigo izméru L. Ka tadu var piepemt kadas skaldnes izméru.
Pargjas skaldnes var izteikt, izmantojot So lielumu L un lenki pret to, jo tetraedrs ir telpiski
fiksets.

rezultejosa speka izteiksme
Rezultgjosais speks F=p-AV-a= Xmasas speki + Xvirsmas spéki. Masas speki ir tresas kartas
mazs lielums, jo tie proporcionali elementa tilpumam (~L%), savukart virsmas speki
proporcionali laukumam S; (~L?). Tatad rezultgéjosa speka izteiksmes locekli p-AV-a un
Ymasas spéki ir treSas kartas mazi lielumi, savukart Xvirsmas spéki — otras kartas mazs
lielums. Tatad tiecinot raksturigo izmé&ru L uz nulli, pirmie divi locekli straujak tieksies uz 0.

Sprieguma pret pamatu izteik§ana ar spriegumiem pret tetraedra virsmam
Tadgjadi rezultejosa speka izteiksme var bt speka visos gadijumos tikai tad, ja summarie
virsmas speki Fz = 0.
Tad no summara virsmas spéka izteiksmes, izdalot to ar pamata laukumu S, iegiist:

§()= ()2 +8(6,) 2 +3(6)-

S1 sakariba izriet no prieksstata, ka visus elementus var savilkt uz 0, t.i. no prieksstata par
nepartrauktu vidi. Ja L tiecina uz nulli, tad visi lielumi summara virsmas spéka izteiksme ir
koordinatu sakumpunktu raksturojosi lielumi.
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-------------- Teorema
§1 = cos £ =n;, kur cosZ ir normales projekcija uz i-to asi, tatad normales i-tad komponente
-------------- Teorémas pieradijums
Caur x; asi novelk plakni, kas perpendikulara pamatam.
X3

X2
l
X1
Tetraedra pamatnes normales vektors biis tikko novilktaja plakné. 1zveidojas trijstiiris:

n

hy h

a

X1

Normale ir perpendikulara pret h, jo ta ir perpendikulara tetraedra pamatam, bet hepamatam.
Lenki ar savstarp&ji proporcionalam malam ir vienadi. hj=h-coso=hn;;

Sy :;h1'b:;hb'n1:S'n1. Tatad Si/S=n;,
Spriegums uz patvaligi orientétu virsmas elementu
Nemot veéra ieprieks izvesto sprieguma formulu un teorému, iegist:
6(i)=6(€;)-n3 +6(8,)-ny +6(8)-ny =6(E; )-ny
Tadgjadi sprieguma, kas darbojas uz brivi orienté€tu plakanu Skidruma virsmas elementu, ko
nosaka vienibas normales vektors n, komponente i ir saistita ar tadu paSu sprieguma
komponenti jebkura no virsmas 3 ortogonalajiem plakanajiem elementiem viena un taja pasa
stavokli tada veida, it ka ta butu izteikta ka vektors ar ortogonalam komponentém c(e), o(e>),
0(63).
Sprieguma izteiksme ar sprieguma tenzoru
Vektori n un o nav atkarigi no koordinatu sist€émas izv€les, tade] G(ﬁ)Zé(ék)-nk izsaka
kada lieluma (i,k)-to komponenti, kura arT nav atkariga no koordinatu sist€mas, t.i. izteiksme
ir kada otra ranga tenzora komponente.
Atceroties S(Ek ) =0 (sk. 6.2.2. Pamatspriegumi), sprieguma vektora i-ta komponente ir

- (>
uzrakstama: &;(ii)=6; (8, ) ny G{nj =0ik Ny

Seit oy ir speka uz laukuma vienibu i-ta komponente, kas darbojas uz virsmas plakanu
elementu, kas ir perpendikulars virzienam ar indeksu k, Skidruma punkta r laika momenta t.
Lidz ar to lokala sprieguma noteikSana Skidruma tagad ir saistita ar sprieguma tenzora Gix
komponensu noteikSanu, kas nav atkarigs no n, nevis ar vektorialo lielumu c(n).

6.2.4. Sprieguma tenzora izvedums, izmantojot Ostrogradska — Gausa teoremu

Kerment izdala kadu noteiktu tilpuma elementu un apskata uz to darbojosos summaro
speku. No vienas puses to var uzrakstit tilpuma integrala veida: IFdV , kur F — spéks, kas
darbojas uz tilpuma vienibu un dV — tilpuma vieniba.

Pasa apskatama tilpuma ieksgjas dalas savstarp&ji mijiedarbojoties nevar radit spekus,
kas nekompensetos, tapéc jaapluko tikai tie speki, kas darbojas uz tilpumu no to aptverosas
kermena dalas. Sie speki darbojas caur virsmu, tapéc rezult€joSo speku var uzrakstit ka
summu no spékiem, kas darbojas uz katru tilpuma virsmas elementu kada virsmas integrala
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veida. Lai So integrali no tilpuma integrala parveidotu virsmas integrala veida (Ostrogradska —
Gausa teoréma), mums ir japanak, lai integralis biitu janem no kada licluma divergences. Ta
ka divergence no vektora ir skalars, bet dotaja gadijuma mums ir integralis nevis no skalara
licluma, bet no vektora, tapéc vektoram F; jabut divergencei no kada otras kartas tenzora

0G;
(diverggjot tenzoru iegiist vektoru, diverggjot vektoru, iegust skalaru), t.i. F; =8X71k. Tad
k

speks, kas darbojas uz kadu tilpumu, var tikt uzrakstits ka integralis pa So tilpumu aptverosu
oo ik
noslégtu virsmu $adi: jFidVZ,[@TIdV: foqds, (%), kur ou-sprieguma tenzors, s —
k
virsmas elements. Virsmas elementus izvélas x,y; y,z; X,z plaknés. Atrod, ka tenzora oi
komponente ir i-ta komponente spékam, kas darbojas uz virsmas vienibu perpendikulari asij
Xk. Ta uz laukuminu, kas perpendikulars x asij, darbojas tam perpendikulars speks G un
tangencialie speki Gy, un G.
Integralis (*) apzimé speku, kas darbojas uz norobezoto tilpumu no apkartgjam dalam.
Tapéc speks, kas darbojas no iek$gjo spriegumu puses uz visu kermena virsmu ir — §Gikdsk ,
kur ds nemts pa aréjo normali.

6.3. SPRIEGUMA TENZORA ANALIZE

6.3.1. Sprieguma tenzora komponentes vispariga gadijuma
Normalie spriegumi jeb tenzora diagonalas komponentes
Tenzora oy tris diagonalas komponentes ir normalie spriegumi., t.i. katra no tam dod uz
plakana, vienai no koordinatu plakném paral€la, virsmas elementa darbojoSa virsmas speka
normalo komponenti.
Tenzora nediagonalas komponentes
Sesi nediagonalie tenzora oy locekli tiek saukti par tangencialajiem spriegumiem.
Dazreiz tos sauc ar1 par bides spriegumiem, jo ka Skidrumos, ta arT cietos kermenos, tie rodas
bides kustiba vai parvietojuma, kad vieni paral€li Skidruma slani slid attieciba pret citiem.
Vispariga gadijuma nediagonalie tenzora locekli ir atSkirigi no nulles. Tas nozimég, ka
uz katru virsmas elementu kermeni darbojas ne tikai normalie, bet arT tangencialie speki, kas
tiecas parvietot paral€los virsmas elementus vienu attieciba pret otru.
Divdimensionals sprieguma speku attelojums [35]

|

z babr, 6y, bz,
> I A
% “%//// -
oydx,  d,dz

x

Zimg&juma pirmaja tuvinajuma paraditi dazadi virsmas spéeki, kas darbojas plakné (xi, x) uz
mazu taisnstiirveida formas elementu ar malam 0x; un 06X, un vienu vienibu lielu biezumu x;
virziena. Sprieguma tenzoram ir dazadas vertibas taisnstiira pret§jas pus€s un, izvedot
Skidruma elementa kustibas vienadojumu, to ir janem véra.

Galvenie spriegumi [35]

Vienmer var izvéeleties taisnlenka koordinatu sistémas asu versumu ta, lai visi otras kartas
simetriska tenzora nediagonalie elementi biitu vienadi ar nulli. Ja dotaja punkta x spriegumu
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tenzors ir attiecinats pret $adam galvenajam asim, tad diagonalie tenzora elementi ir galvenie
spriegumi, pieméram, G’11, G'», G 33; pazistama otra ranga tenzoru ipaSiba ir: izmainoties
taisnlenka koordinatu sist€émas asu virzienam, diagonalo elementu summa nemainas: ¢’y+
0’ +6’3; = oy Sajas jaunajas asis speka komponentes, kas darbojas uz laukuma vienibas
elementu ar normali (n’y, n’,, n’3), ir 6’11’4, 672202, G 3313,

Speks ar komponentem (c’yin’;, 0, 0), kas darbojas uz Sim elementam perpendikularu
laukuma vienibu, ir stiepes speks (spiedes speks, ja 6’1, ir negativs) pirmas jaunas koordinatu
ass virziena. Analogisks spriedums ir pareizs arT spekiem ar koordinatém (0, 6’,.n’,, 0), (0, 0,
c’33n’s). Tada veida skidruma visparigais stavoklis kada dota punkta tuvuma, var tikt apskatits
ka tris savstarpgji ortogonalu virzienu stiepes speku superpoziciju.

Spriegumu tenzors miera stavokIr esoSam Skidrumam jeb statiskais spiediens [35]
Skidrums ir definéts ka vide, kas nesp¢j izradit pretestibu jebkurai pielikto speku deformeéjosai
iedarbibai, ja netiek izmainits tilpums. Apskatisim virsmas spékus, kas pielikti Skidrumam
sféras iekSpus€, no to aptverosa Skidruma puses. Pie tam sferas radiuss tiek uzskatits par tik
mazu, ka oj ir gandriz nemainigs uz tas virsmas. [zveélesimies tadas koordinatu asis, kas lokali

sakrit ar tenzora G; galvenajam astm un uzrakstisim spriegumu tenzoru, kuram nediagonalie
elementi ir vienadi ar nulli, ka divu tenzoru summu:

| Lo
gGii 0 0 011 —EGii 0 0
0 IGH 0 [+ 0 6/22 —;Gu 0
1 / 1
0 0 gGii 0 0 (533 _EGii

Vienmériga sferas saspieSana
Pirmais no Siem tenzoriem ir sferiski simetrisks jeb izotrops un atbilstosais spéka pieaugums

. . R B . .
uz sféras virsmas vienibu punkta ar normali n ir gcﬁn . S1 vienmériga Skidruma saspieSana

1 _ . - . T :
sfera (jo gcii zime parasti ir negativa) tiecas izmainit tas tilpumu un tam, protams, Skidrums

sféra sp€j tureties preti, kaut arT tas atrodas miera stavokli.

Sfeéras novirzes no izotropas formas

Otrais no tenzoriem nosaka sprieguma tenzora novirzes no izotropas formas. Diagonalo
elementu summa $aja tenzora ir nulle, tadg] tie ir normalie spriegumi, no kuriem vismaz viens
ir stiepes, bet otrs — spiedes. AtbilstoSajai speka dalai, kas darbojas uz sféras virsmas vienibu
punktd ar normali (n’;, n’,, n’;), ir S§adas koordinates jaunaja koordinatu sist€éma:

1 1 .. . .
(0{1—30ﬁ nl/; Géz—gcﬁ né; Gé3 —gcﬁ ng. Citiem vardiem, sfeéra ir iegremdéta

Skidruma, kur$§ atrodas vienmeérigas stiepes stavokli vienas ass virziena un vienlaicigi
vienmerigas spiedes stavokli otras (ortogonalas) ass virziena un vienmerigas stiepes vai
spiedes stavokli treSaja ortogonalaja virziena (So stiepju un spiezu algebriska summa ir
vienada ar nulli), ka tas paradits Zzim&juma.
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/ LI

T

[

AR

Seit attéloti divi spriegumu veidi uz sferisku Skidruma elementu: a) viendabigs vispuséjs spiediens, b) viendabiga
stiepe tenzora galvends ass virziend vienlaikus ar vienmerigu spiedi citas galvends ass virziend.

Tatad, $1 otra dala tiecas ar deformacijas palidzibu parvérst sfeérisko Skidruma
elementu elipsoida bez jebkadas tilpuma izmainas; So deform&joSo virsmas spéku nav
iespejams lidzsvarot ne ar kadu tilpuma spéku, jo tilpuma spéks ir citas kartas mazs lielums
maza sferiska elementa tilpuma. Skidruma sfériskais elements nevar paradit pretestibu $adai
deformacijai pielikto speku iedarbiba (t.i. tadu speku, ko attieciba pret elementu rada argji
speki), tatad miera stavoklis ir nesavienojams ar spéka

;g1 po 1 / ;1 /
(011 _3Giijn1; {022 _3Giijn2; (033 _3Giijn3

komponensu nenulles vértibu eksistenci.
Sprieguma tenzora nekustiga Skidruma izotropiskums [35]
Tatad Skidruma miera stavokli visi galvenie spriegumi 6’1, 6’2, G’33 ir vieni un tie pasi un ir

S| : . o ey _ . .
vienadi ar gﬁii visos Skidruma punktos, t.i spriegumu tenzors nekustiga Skidruma viscaur ir

izotropisks, jebkuras ortogonalas asis ir spriegumu tenzora galvenas asis un skidruma darbojas
tikai normalie spriegumi.
6.3.2. Spiediens Skidrumos [35]

Normal jeb hidrostatiskais jeb statiskais spiediens

Nekustigi Skidrumi parasti atrodas spiedes stavokli, ari ideala Skidruma nedarbojas
viskozitates speki, nav ieksgjas berzes, tapec ideala Skidruma spéki darbojas tikai pa normali
un nav tangencialie (viskozie) speki. Lidz ar to idedla Skidruma spriegums uz patvaligu
virsmas elementu var tikt izteikts ka G =—Pn Sprieguma komponentes uz patvaligu virsmas

-p 0 O
elementu var izteikt ar sprieguma tenzoru: o =| 0 -p 0 | = o, =-pd;, kur
0 0 -p

1 ) s o : . .
p= 3 o var nosaukt par statisko spiedienu Skidruma un tas vispariga gadijuma ir atkarigs

no r. Redzams, ka spiediens ir skalars lielums.

Ideala §kidruma modeli sprieguma tenzors tatad ir diagonals, tapéc o; =pO; ny .

Nosaukuma “hidrostatiskais spiediens” atbilstiba jedzienam

Sim lielumam bieZi lieto nosaukumu hidrostatiskais spiediens, lai arT ta iedomajama saistiba
ar Udeni ir tikai ar v@sturisku attaisnojumu un var novest lidz parpratumiem. Analogiski
jédziens “hidrodinamika” un aerodinamika” ir lieki ierobeZoti un tos arvien biezak aizstaj ar
jédzienu “skidrumu dinamika”.

spiediena speks

Tad uz katru kermena virsmas vienibu darbojas péc lieluma vienadi spiediena speki - p-n, kas
versti perpendikulari virsmai uz kermena centru, un tas ir viena un ta pasa lieluma normals
speks pie jebkura virsmas normales n vérsuma dotaja punkta. Ja So spiedienu apzimé ar p, tad
uz virsmas elementu ds; no apkartgja skidruma darbojas speks — pds;, vai izsakot ar tenzoru —
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(T3

pOidsk. zime jaraksta tadel, ka spriegums péc definicijas ir stiepes speks, bet spiediens
apzime spiedes speku.

Spiediena 1pasiba darboties visos virzienos vienadi

S1 pazistama statiska spiediena Tpasiba $kidruma “darboties vienadi visos virzienos” biezi tiek
izvesta ka pien€muma, ka nekustiga Skidruma tangencialie spriegumi ir vienadi ar nulli, sekas;
izvedums sastav no speku, kas darbojas uz vienkarSas geometriskas formas Skidruma
elementu (pieméram, tetraedru ar trim ortogonalam Skautn€m vai cilindra dalu ar vienu
plakanu griezumu, kas normals pret ta veidulém un otru, kas ir lenkt pret veidulém), lidzsvara
nosacijumu apskatiSanas. Piepémums par to, ka tangencialie spriegumi ir vienadi ar nulli
nekustiga Skidruma, ir sapratigs, jo tad, kad nav nekadas kustibas tilpuma iekSieng ir
maziesp&jami, ka nejausa molekulu konfiguracija un to haotiska kustiba vartu radit kadu
ievérojamu no statiska skatu punkta viedokla virzitu kustibu, kura darbibas rezultats, ko
izsauc molekularie speki un kustibas daudzuma pliisma caur virsmas elementu, biitu vérsts ne
normales virziena. Tomér acimredzot So sprieguma tenzora pasibu nekustigam Skidrumam
labak izvest izejot no vienkarSaka piepémuma, ka Skidrumi nevar pretoties jebkadam
méginajumam izmainit to formu.

6.4. SPRIEGUMA TENZORS DAZADAS KOORDINATU SISTEMAS

6.4.1. Sprieguma tenzors vektoriali

7.1.2. Nepartrauktas vides kustibas vienadojums ar sprieguma tenzoru
0G 0 5 -
an an k , kul‘ k ‘-rl-‘ ik .
K )

)

(I) Jaatrod no katras sprieguma tenzora o, komponentes divergence. ST divergence japarveido
likIiniju koordinates.

(II) Sprieguma tenzors japarraksta ar Iikliniju koordinatu sist€mas ortiem. & — likliniju
sist€mas orti.
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7. KUSTIBAS VIENADOJUMS NEPARTRAUKTAI VIDEI
7.1. KUSTIBAS VIENADOJUMA IZVEDUMS

7.1.1. II Niitona likums materialam elementam

Uzraksta II Niitona likumu materialam elementam ar masu Am: d(Amv)/dt = F.
Spéka izteiksme
Summaro speku aprékina, summgjot uz materiala elementa virsmu darbojosos spriegumus.
Fi = §Giknkéi -dS
Orti ¢; ir konstanti, tos var nest ara no integrala zimes. So izteiksmi var parveidot péc Gausa —
. (0o, . O0c;
Ostrogradska teorémas: F; =¢; J.*lde =& AV
ox k Oox k

Parveido izteiksmes kreiso pusi

&
Ta ka Am=pAV, tad d(pAVv)/dt = pAVd%. Ta ka materiala elementa tilpums ir laika
dlpv) Jc
nemainigs, tad var rakstit AV M = KAV
dt an

7.1.2. Nepartrauktas vides kustibas vienadojums ar sprieguma tenzoru

d(pv) _ 6y
dt an

speka jebkuram tilpumam, tapec izdalot ar AV un

d(pv;) _ 00 i

dt OXy

pec Xy, jo nav pieradits, ka sprieguma tenzors ir simetrisks (sk. 9.1. nodalu).
Kustibas vienadojums nesaspiezamam Skidrumam

Vienadojums AV

uzrakstot vienadojumu komponent€s, iegust: . Pie tam o jaatvasina ir tiesi

dv, oo,

dt ox,

Nesaspiezamam Skidrumam blivums ir laika nemainigs, tapec: p

Kustibas vienadojums dazadas koordinatu sistémas
Lai prastu atrisinat kustibas vienadojumu dazadas situacijas (t.i. gadijjumos, kad netiek
izmantota Dekarta ortogonala koordinatu sist€ma), ir nepiecieSams macét atrast atrumu,
paatrinajuma, divergences un sprieguma tenzora izteiksmes likliniju koordinatu sistéma.
Sk. 13. Koordinatu sist€émas, koordinatu sistému maina

7.1.3. Jautajums, vai vienadojumu sistéma ir noslegta?
Tatad Sobrid ir ieghti divi vienadojumi — nepartrauktibas vienadojums (vienadojums
blivumam, sk. 5. nodalu) un nepartrauktas vides kustibas vienadojums, kas dod 3
vienadojumus atruma komponentém. Sajos vienadojumos ir 4 nezinami lielumi (p, vi) un tie,
tatad, saistiti 4 vienadojumos. Lai vienadojumi biitu atrisinami, nepiecieSams noteikt
sprieguma tenzora oy komponensu vértibas — tas ir fenomenologiski koeficienti, kuru vértibas

var noteikt eksperimentali. Sk. 6.3. Sprieguma tenzora analize un 9.5. Sprieguma tenzora
pilna izteiksme.
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7.2. KUSTIBAS VIENADOJUMS DAZADAS SITUACIJAS

7.2.1. Kustibas vienadojums, ja darbojas ari tilpuma speki
Smaguma speks kustibas vienadojuma
Smaguma spéks ir tilpuma spéks. Ja Skidrums atrodas smaguma spéeka lauka, tad uz katru ta
tilpuma elementu darbojas arf smaguma speks pg, kur g — brivas krisanas paatrinajums. So
dv 0o -
speku japievieno kustibas vienadojuma labaja puse: pa = (3)(71( +pg.
k

—

7.2.2. Eilera vienadojums jeb kustibas vienadojums ideala Skidruma
Raksta nepartrauktas vides kustibas vienadojumu idealam Skidrumam (sk. 1.2.1. Ideals
Skidrums), ievietojot atrasto sprieguma tenzoru o;, =—pd;, (sk. 6.3.2. Spiediens Skidrumos):

w0, oy _o-stu)__ 2

ok oy, 3 (Seit indekss pie x mainijies tade], ka —pS;. nebis
nulle tikai gadijuma, kad i=k (diagonals sprieguma tenzors).
legtito vienadojumu parrakstot vektoriala forma ar izvérstu konvektivo atrumu (sk. 2.3.

N m=
Konvektivais atvasinajums.) iegiist: p(@t + (vV)vj =-Vp

Vai, ievedot kustibas vienadojumu idealam Skidrumam, sistéma ir noslégta?
Lidz ar Eilera vienadojuma izveSanu idealam Skidrumam, ir iegiti 3 vienadojumi atrumam,
ieprieks$ tika ieglts nepartrauktibas vienadojums (sk. 5.5.1. Nesaspiezamibas nosacijums),
tatad kopa ir Cetri vienadojumi. Tomer sist€éma nav noslégta, jo ir pavisam 5 nezinami lielumi
— tris atruma komponentes, spiediens un blivums. V&l jaatrod vienadojums spiedienam (sk.

8.nodalu)
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8. VIENADOJUMS SPIEDIENAM
8.1. STAVOKLA VIENADOJUMS

8.1.1. Lokala termodinamiska Iidzsvara hipotéze
Aprakstot Skidrumus parasti izmanto lokala termodinamiska lidzsvara hipotézi. Tiek
uzskatits, ka visi Skidruma materialie elementi dotajos apstaklos atrodas lokala
termodinamiska lidzsvara. Sadu hipotézi rada apsvérums, ka ikkatrs materialais elements
nonak termodinamiskaja lidzsvara daudz atrak, neka vide kopuma. Ja vide atrodas
termodinamiska lidzsvara, tad lokali var izmantot termodinamiskas sakaribas un tas lauj
apgalvot, ka visi iek$€jie parametri ir aréjo parametru funkcijas.

8.1.2. Stavola vienadojums

Spiedienu ka iek3$ju parametru var izteikt ka p=p(p, T). So sakaribu var noteikt péc
Mendelejeva — Klapeirona vienadojuma pV=RT. Probléma tada, ka temperatira T nav
zinama. Tatad v€l nepiecieSams atrast vienadojums temperatiirai.

Vienadojums temperatiirai
Temperatira ir saistita ar vielas iek$&jo energiju. Tatad jamak uzrakstit vienadojums ieks&jai
energijai (sk. 8.1.3.).

8.1.3. Vienadojums iek$€jas energijas izmainai

Vienadojumu ick$&jai energijai var atrast, uzrakstot vienadojumu nepartrauktas vides pilnajai
energijai un kinétiskai energijai, attiecigi péc tam vargs izteikt ari iek§gjo energiju.

Kinétiskas energijas teoréma Skidrumu mehanika

Tilpuma vienibas Kkinétiskas energijas izmainas atrums

d(pv;) _0doi

Kustibas vienadojumu it ox pareizina ar v; un summe& péc “i”. vi ienes zem
k
d pi}z _ a(ViGik) - Ovi
. o = &
diferencialzimes: §; 2 X OX
(*) Jautajums, vai kingtiskajai energijai izpildas lokalais saglabasanas likums. Lai tas
=2
izpilditos, nepiecieSams, lai jpv var€tu izteikt ka divergenci no kaut kadas plismas.
t 2

(**) §is loceklis raksturo, energijas plasmu (divergences formula)
(***) $is loceklis raksturo, ka kinétiska energija rodas vai pazid, t.i. apraksta, ka berzes dél
kin&tiska energija transforméjas ieks$&ja energija.

Kinétiskas energijas izmaina integrala veida
Uzraksta kinétiskas energijas izmainas vienadojumu integrala forma. Tamdél vienadojums
janointegré pa visu materiala elementa tilpumu.

=2
EJ‘pLdV :J'a(Vlle)dv_J'le de :ﬁViGiknde—J‘Gik aLdV
dt 2 an 8Xk — an
O (I

(I
(I) — Spéks uz laukuma vienibu
(IT) — Jauda, $1 kin&tiska energija tiek patéréta darba veiksanai
(TIT) — Ja &1 dala nav vienada ar nulli, tad var secinat, ka ne visa kin&tiska energija aiziet darba
veikSanai, dala transformg&jas siltuma, ieks€ja energija, t.i. kingtiska energija lokali
nesaglabajas.
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Lokalais saglabasanas likums pilnai nepartrauktas vides energijai uz masas
vienibu
Tatad, vienadojumu temperatiirai var iegit, ja postulé pilnas energijas lokalas saglabasanas
likumu.

Pilna energija
Ieprieks secindjam, ka kinétiskajai energijai lokalais saglabasanas likums neizpildas un bez
kingtiskas energijas materialajam elementam piemit ari iek§€ja energija, tapéc pilno energiju

=2

uz tilpuma vienibu var pierakstit $adi: p{vz + EJAV , kur € - iek$gja energija uz vienu masas

vienibu.
Pilnas energijas izmainas iemesli
Materiala elementa pilna energija mainas divu iemeslu dél:
e uz materialo elementu darbojas speki, kas veic darbu
e notiek siltumapmainas procesi
-------------- Postulats
e Pilna energija uz tilpuma vienibu mainas tadel, ka argji pret attiecigo materialo elementu
speki — spriegumi, kuri darbojas caur attieciga materiala elementa virsmu, dara darbu, ko

aprekina: I v;6; N dS | ka ari notiek siltumapmaina avotu dé| (siltumpliisma), ko raksturo
ar siltumapmainas vektoru q : — If{ﬁdS

-------------- siltumapmainas vektors
siltumapmainas vektors q ir caur vienu laukuma vienibu laika vienibd izejo$a siltuma
daudzums.

pilnas energijas izmainas vienadojums nepartrauktai videi

d i+E AV —IV~G~ n dS—J*ﬁdS
dt p 2 i0ik Nk q
Ja vide biitu magnétiskaja lauka, tad klat naktu Pointinga vektors (sk. Sedola “Dinamika
splosnih sred”)

Masa ir nemainiga, tad€] pAV iznes pirms diferencialzimes. Virsmas integralus parveido péc

df (v% - o -
Gausa —Ostrogradska teorémas: d&t p(vz + e]AV = ;(Vicﬂ( )AV —divgAV |
k

=2
vienadojums sp&ka jebkuram tilpumam, tatad: p d(v + EJ = i(Vicsik )— divq
dt| 2 OX
-------------- Komentari
Ar $o vienadojumu ir noteikts, ka materialais elements apmainas ar energiju, t.i. ir izslégtas
jau noteiktas vides, pieméram, tadas, kur darbojas momentspriegumi (Skidrie kristali), ar1
elektromagnétiskie lauki — Sajos gadijumos paraditos pliismas, kas saistitas ar
elektromagnétisko lauku energijas parnesi, to pieraksta ar Pointinga vektoru. Te nav nemts
véra ari tas, ka materialais elements var mijiedarboties ar gravitacijas lauku. Sada gadfjuma
kreisaja pus€ buitu japieskaita potenciala energija, bet labaja — materiala elementa darbs
gravitacijas lauka.
No §1 vienadojuma jaiegiist vienadojums iek$€jai energijai. To, savukart, izmantos
temteratiiras noteikSanai un tad var€s turpinat darboties lokala lidzsvara tuvinajuma.
Iek$ejas energijas izmainas vienadojums.
Iegiist no pilnas energijas atnemot kingtisko energiju:
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pi ﬁJrg _dpv’ _ a(ViGik)_a(ViGik)_diVaJrGﬂ(ﬁ
dt 2 dt 2 an an an
- ) v,
p—e =—divg+ oy —
*) Ox
(**)

(*) Sis loceklis raksturo siltuma pliismu, kas iziet caur materiala elementa virsmu
(**) Sis loceklis raksturo to siltumu, kas pariet ick$&ja energija no kinétiskas energijas
Saja vienadojuma atkal ir jauni nezinami lielumi, kuriem nepiecie$ami postulati. Tie ir iek$gja
energija € un siltumapmainas vektors q. Iek$gjo energiju un siltumapmainas vektoru var
izteikt ar entropijas palidzibu.
8.1.4. Vienadojums entropijai
Vienadojums entropijas izmainai

Balstoties uz lokala termodinamiska lidzsvara hipotézi, lokali var izmantot termodinamiskas
sakaribas.

Termodinamikas pamatvienadojums
Ieks€jas energijas izmaipa ir vienada ar pievadita siltuma daudzuma un padarita darba
starpibu: AE = AQ - pAV.

TD pamatvienadojums vienai masas vienibai
Termodinamikas pamatvienadojumu parraksta vienai masas vienibai, nemot véra, ka
kvazistatiskam procesam siltuma daudzuma izmaina ir vienada ar temperattiras un entropijas

o - . gy ~ | . p 1
izmainas reizinajumu: AQ=TdS": d¢€¢ =Tds —pd o) So izteiksmi pareizina ar 4@ (E

: i . pp 1 1 op p op
diference péc t ka saliktu funkciju dt [p} pp p2 dt ot ):

F)fifz — F)]ﬁfifi +_J2,fi£2
dt dt  pdt

dp . b (09) = —Yerado— odivi = 0 -
d—f izsaka no nepartrauktibas vienadojuma: = div(pV) = ~Vgradp - pdivy = 0 , legiist:
:O
de ds .
— =pT——pdivv
Pa P P
Ievieto iekS§€jas energijas izmainas vienadojumu:

~

- Ov; ds -
—divi+ oy b = pT &> — pdivy
vVq + Ojx %, p dt p

Ov;
.. . . - - L 1

Izsaka entropijas izmainu, nemot véra, ka divv =0, ox. :
Xk

ds Ov; Ov; .
T —psy Ty, g
P dt POik an ik an vd

(***)

Ievieto sprieguma izteiksmi
(***) locekli, kurs raksturo ick$€jas energijas izmainu uz kingtiskas energijas izmainu rékina,
ievieto sprieguma izteiksmi o =—pd; + T (sk. 9.2. nodala):
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ds ov; ov; - ov:

T— =pd &, —— —di . !

P dt POk ~— ox X — POik an an
@ I

Tatad kinétiska energija pariet ieks€ja var divos veidos, ka to apliecina arT ieglita izversta
locekla (**%*) izteiksme:

(I) — saspiezoties Skidrumam,

(II) — energijas disipacijas dgl.

Entropijas izmainas vienadojums:
ds
1'1k

dt OX

Entropijas lokalas saglabasanas likums
Japarliecinas, vai entropijai izpildas lokalas saglabasanas likums, t.i. vai entropijas izmainas

Saisinot vienados loceklus, iegiist: pT— - —divq

ds . =
vienadojumu var uzrakstit lokalas saglabasanas forma ot +divsj=0.

Izdala vienadojumu ar T un ienes T zem divergences zimes, nemot vera, ka:

— —

| .. qQ - 1 ~=_q . . .
— —divq = —div— + qgrad — un §j=— (Klauziusa vienadiba) , iegiist:
T dva o Tagrad _un §j=—. ( ), leg

p B v+ Ly, Miug
dt T an
%’_J

@
Redzams, ka entropijas vienadojumu lokala saglabasanas likuma forma uzrakstit nevar.
(I) dala raksturo entropijas pieaugumu neatgriezenisku procesu rezultata uz vienu tilpuma
vienibu — entropijas produkcija. ST dala vienadojuma var biit tikai pozitiva vai vienada ar
nulli. Ar nulli ta bus vienada tad, ja nebis siltumkustibas no aukstaka kermena uz siltaku (**)
un ja Skidrums nebiis viskozs (*).
8.1.5. Vienadojums temperatiirai

Zinams, ka entropija ir funkcija no temperatiiras un argjiem sistémas parametriem (p):
S = E(T, p). Ta ka spiediens ar1 izsakas ka p=p(p, T), tad entropiju var uzrakstit ka funkciju

. ~ o~ ds ds) dT (0Js | dp
no temperatiiras un spiediena: s = s(T,p) = 5 Al Tl Al

dt  \oT/, dt \dp ), dt
So izteiksmi ievieto entropijas izmainas Vienﬁdojumﬁ:
as . L T
T ot iy
~ 0s

Termodinamika zinams, ka Tpatngja siltumietilpiba pie konstanta spiediena C, = T| —— 8T

dp :
izotropam vielam izplesanas koeficients ir uz tilpuma vienibu tas ir p=—— diT . Ar Gibsa

. . 0s
potenciala palidzibu var pieradit, ka | =~ | =——B.
d)r P

Procesus nepartraukta vidé var aprakstit lineara tuvindjuma. Izvirza hipotézi par
neatgriezenisko speku linearitati q=-AAT (Furje likums), kur A - siltumvadisanas
koeficients.
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divq = —AgradT

~ - 1 ) ) )
Termodinamiskais potencials d¢ =de—dTs + d(p] . levieto TD pamatvienddojumu
p

de =Tds - pd(l] , legiist: dE) =Tds - pd(lJ + d[p 1] -5dT
p p p

- 1
Gibsa potencials (stavokla funkcija) ir pilnais diferencialis: du =-Tds + —dp

SiltumvadiSanas vienadojums

~ ov; -
. . N pC, ar_ Tﬁfdp + T SALE divq
Tad iegiist pilno siltumvadiSanas vienadojumu: dt dt OX i W

@ an (111)
(I) Konvektivais temperatiiras atvasinajums, konvektiva siltumparnese. Ja siltumparneses
atrums janem vera, tad iegiist konvektivo siltumparneses vienadojumu.
(II) B parasti ir lielaks par nulli. Apraksta adiabatisko saspieZamibas efektu. Ar So saistita,
piemé&ram, skanas izplatiSanas.
(IIT) Raksturo, ka pieaug temperatiira viskozas berzes d€l. Parasti $o lielumu nenem véra.
(IV) Difuzijas loceklis, kas apraksta temperatiiras diftiziju telpa.
Tikai (I)=(I1) bus adiabatiskas saspieSanas gadijuma.
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9. SPRIEGUMI VISKOZA (REALA) SKIDRUMA
9.1. JAUTAJUMS PAR SPRIEGUMA TENZORA SIMETRISKUMU

9.1.1. Kad sprieguma tenzors ir un kad nav simetrisks
Nepartrauktas vides mehanika sprieguma tenzors parasti ir simetrisks. Tas nav simetrisks,
piem. skidrumos ar spinu. t.i. Skidrumos, kuros ir rot€josi elementi. Tas, ka sprieguma tenzors
ir simetrisks, lauj btiski samazinat viskozo sprieguma tenzora nezinamo koeficientu skaitu.
Spriegumu tenzora simetriskuma pieradijjums Skidrumos bez spina, izriet no Skidruma
kustibas daudzuma lokala saglabasanas likuma (sk. 9.1.3. nodalu).

9.1.2. Sakariba lielumiem, kas raksturo kadas kvantitates daudzumu uz masas

vienibu.

Teoréma
Ja ir kads lielums a , kas raksturo kadas kvantitates daudzumu uz 1 masas vienibu (pieméram,
atrums raksturo kustibas daudzumu uz vienu masas vienibu, 1patngjais blivums raksturo
blivumu uz vienu masas vienibu (p/m); §ads lielums var biit gan vektorials, gan skalars), tad
da

0/~ O [ -
Sadam lielumam speka: P—— = *(Pa)"‘ GT(p av; ) Seit “i” ir noklusétais indekss, pec kura

dt ot .
notiek reizinasana.
Pieradijums
NepiecieSams pieradit, ka Sada vienadiba ir speka. Pieradamo izteiksmi uzrakstot izversti
(dif t laba loceklus) iegiist: P98 P p %5 0 (o )rpv, &
iferencgjot labas puses loceklus) iegiis - ot ox ok

legiitas izteiksmes kreisas puses locekli uzraksta izversti (sk. 2.3. Konvektivais atvasinajums.)
un pargrupé labas puses loceklus:

p P oy, oo v P Paw % (pv,). Redzams, ka izteiksmes kreisaja puse
ot i ox. ot i ox. o ox. edzams, ka izteiksmes kreisaja pusé

esoSi locekli ir arl izteiksmes labaja pus€, tos var saisinat, tad€] japierada, ka:

op ~ 0 " [Op O

—a+a—|pv;)=0 iztei i a it: a| —+—(pv.)[=0

ot ox. (P ) . So izteiksmi var parrakstit: ( ot ax, (p l)j . Redzams, ka

izteiksme iekavas ir vienada ar nulli jebkura gadijuma (sk. 5.2. Nepartrauktibas vienadojums)
un lidz ar to vajadzigais pieradits.
9.1.3. Kustibas daudzuma lokalais saglabasanas likums

Kustibas vienadojuma uzrakstiSana jauna veida

0c

Vi

dt 8Xk péc ieprieks pieraditas
0 0 aGik

Gt(p 1) 5Xk (p 1 k) an .

Kustibas daudzuma plasmas tenzors

Redzams, ka vienas tilpuma vienibas lokala kustibas daudzuma pv; izmaina laika, var tikt

0 0
izteikta ka divergence no kaut kada tenzora: *(PVi)

ot OXy ox, ]
raksturo kustibas daudzuma pliismu caur materialo elementu aptveroSo virsmu.
Sakariba tilpuma elementam
Lai iegtitu sakaribu apskatamajam tilpumam, ta jaintegre pa tilpumu:

sakaribas (sk. 9.1.2.) parraksta ka:

ik , kur jy ir tenzors, kas
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0 o .
aJPVidV = IanJide.

Ostrogradska — Gausa teorémas pielietojums
Integrali p&c Gausa — Ostrogradska teorémas parveido un iegust:

0 . :
&IPVidV = IanJﬂ(dV = fﬁ]iknkds-

Secinajumi

Redzams, ka kustibas daudzuma izmaina laika fikseta tilpuma ir vienada ar spriegumu
summu, kas darbojas uz tilpumu aptveros$o virsmu.

Sadu izteiksmi var uzrakstit arT blakuseso§iem tilpuma elementiem. Attiecigi virsmai,
kas abiem ir kopiga, abos integralos vektora m virziens biis pret€js. Tatad to kustibas
daudzumu, kur$ bis izpludis no pirma tilpuma elementa, kompensés tas kustibas daudzums,
par kuru bis pieaudzis kustibas daudzums otra tilpuma elementa, t.i kada noteikta materiala
elementa kustibas daudzuma samazinasanas ir vienada ar visu blakus esoSo materialo
elementu kustibas daudzuma palielinasanos.

9.1.4. Kustibas daudzuma momenta pliismas blivuma vienadojums

Atradisim, kadam jabiit sprieguma tenzoram, lai izpilditos ari lokalais kustibas
daudzuma momenta saglabaSanas likums. To var secinat, apliikojot vienadojumu kustibas
daudzuma momenta pliismas blivumam.

Ka iegiit vienadojumu kustibas daudzuma momenta plasmas blivumam
Lai iegiitu vienadojumu kustibas daudzuma momenta pliismas blivumam, nepartrauktas vides

dv. oo,
kustibas vienadojuma (sk. 7.1.2.) p tl =—% abas puses no kreisas puses pareizina ar

d OX
lielumu e; Xy (Seit summé péc “k”, pareizinot notiks summesana ari péc “l”). Sk. 12.1.
Pilnigi antisimetrisks tresa ranga tenzors - eikl.

Kustibas vienadojums péc reizinajuma ar pilnigi antisimetrisku 3 ranga tenzoru

dv, 0c,.
CiaXP dt = CiaXy ox

Apskata vienadojuma Kreiso pusi
Lai varétu ienest xx zem diferenciala zimes, atrod xi konvektivo atvasinajumu:
ka _ 8Xk an
dt ot Vi ox; - Izteiksmes loceklis (I) ir vienads ar 0, jo x« laikd nemainas, savukart
(M (11

d
locekla (II) vertiba no 0 bis atSkiriga tikai tad, kad k=i, t.i. ieglistam: % = v, . Lidz ar to var

d(xyvy) dv, . . . .
rakstit, ka T =Xy X—ka. Ja iegitas izteiksmes locekli (IIT) reizina ar eq, tad
(110)

iegiist divu tenzoru konjugaciju — simetriska un antisimetriska. Ta ka $ada konjugacija
vienada ar nulli (sk. 12.2.). Tatad eivkvi=0, lidz ar to eiuxx drikst ienest zem diferenciala zimes
un rezultats no ta nemainisies.

Apskata vienadojuma labo pusi

Oim
Cik1 Xk ox

. Noskaidro, kas rodas, ja "%k jenes zem diferenciala zimes.
m
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a(XkGhn) _ OX g 00 |m
Cikl 5 = Cikl Oim F ik X ox .. . lzteiksmes loceklis (1) var tikt pierakstits ka
Xm m Xm

)

€iki%kmO1m Teiklﬁlk 3— Cilk Ok ?— Cikikl (1 — Kronekera simbols nav 0 tad, kad k=m, to

ievieto; 2 — tenzoram ey veic para skaita permutacijas — mainas zime; 3 — brivos indeksus
parapzimé — k par 1 un 1 par k.).

Impulsa momenta plasmas blivuma vienadojums
Ievietojot ieprieks iegiito kustibas vienadojuma, kas pareizinats ar pilnigi antisimetrisko tresa

d 0
ranga tenzoru, 1egust: P~ a (eiklxk v, ) = —ax (eiklxkclm )+ €. ,0u

Redzams (atceroties pilnigi antisimetriska tenzora izmantojumu vektoriala reizinajuma
pieraksta, sk. 12.1.2.), ka iekavas (***) ir pierakstita kustibas daudzuma momenta uz vienu

m

masas vienibu i-ta komponente: [f X V]i .

L~ di 0
To apzime ka [r X V]i =/l:p—= 7(eiklxk6,m) +¢€,,0,
dt  ox,,
Impulsa momenta plismas blivuma vienadojums ar izverstu konvektivo

atvasinajumu
Impulsa momenta pliismas blivuma vienadojuma kreiso pusi p&c ieprieks pieraditas sakaribas

a7, _aop7,), dev.)

(sk.9.1.2.) parraksta ka: p

dt ot )¢
olp?;) alptiv o
Lidz ar to ir iegiits vienadojums: (p 1)+ (P ' k) = (eiklxkclm ) TCikiOw -
ot 0X; 0X

9.1.5. Secinajums par sprieguma tenzora simetriskumu
Impulsa momenta plismas blivuma vienadojuma salidzinajums ar lokala
saglabasanas likuma formu
Ieprieks noskaidrots, ka lokalais saglabasanas likums izpildas, ja lieluma izmainu laika var
izteikt ar divergenci no kada sprieguma tenzora:

0, ~\ 0 (~ 0O
E(Pai)Jra(Pain)—Txm-

Ieprieks ieguvam impulsa momenta pliismas blivuma vienadojumu:

a(gf‘)+ a(paf:l"k) = ;m (eikIXkGIm)"'eik(l:;kl

Ja vienadojuma loceklis (*) ir vienads ar nulli
Redzams, ka gadijuma, ja loceklis (*), kur§ raksturo kustibas daudzuma avotus, bis nulle
€Ok =0, lokalais kustibas daudzuma momenta plismas blivuma saglabasanas likums
izpildisies.
-------------- Sprieguma tenzora simetriskums
€0k =0 izpildisies tikai tad, ka sprieguma tenzors oy biis simetrisks, jo simetriska un
antisimetriska tenzora konjugacija ir vienada ar nulli. Sk. 12.2..
-------------- Parbaude

Ja i=1, tad k=2 vai 3, un 1 = 2 vai 3, t.i. €yOy =0Oy3 — 0,3 =0. Lidzigi var uzrakstit ari

prieks i=2,3. Tatad kopsumma gadijuma, ka oy ir simetrisks, biis 0.
Ja vienadojuma loceklis (*) nav vienads ar nulli
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Redzams, ka gadijuma, ja loceklis (*), kur§ raksturo kustibas daudzuma avotus, nebiis nulle
€10 # 0, lokalais kustibas daudzuma momenta pliismas blivuma saglabasanas likums
neizpildisies.

-------------- Sprieguma tenzora antisimetriskums

Ja (*) nav nulle, tas nozimé, ka Skidruma darbojas kads avots ar noteiktu jaudu un tapéc
kustibas daudzuma momenta pliismas blivums nesaglabajas. Ja ir Skidrums, kura suspendé&tas
rotgjosas dalinas (hidrodinamika ar spinu), tad biis $adi avoti, kas raksturo ka dalinas rotacijas
kustibas daudzumus pariet mehaniskaja kustibas daudzuma.

€0 #0 izpildisies tad, ja sprieguma tenzors bus antisimetrisks, jo antisimetriska un

antisimetriska tenzora konjugacija nav vienada ar nulli.
-------------- Parbaude

Ja i=1, tad k=2 vai 3, un 1 = 2 vai 3, ti. €0 =0, —0;, =0, +0,; #0. Lidzigi var
uzrakstit arT prieks i=2,3. Tatad kopsumma gadijuma, ka oy ir antisimetrisks, nebiis 0.

9.1.6. Cits veids, ka postulét kustibas daudzuma pliasmas blivuma saglabasanas
likumu

.Var lastt [15], 28.Ipp.

9.2. SPRIEGUMA TENZORA DIVAS DALAS

Dalambéra paradokss (sk. 3.2.2. Dalambéra paradokss) parada, ka reali Skidrumi nav ar ideala
Skidruma Ipasibam. Tatad viskozos skidrumos darbojas gan normalie spriegumi, ko nosaka
spiediens (sk. 6.3.2. Spiediens Skidrumos), gan citi spriegumi (viskozie spriegumi jeb

spriegumi, ko izraisa iek§€ja berze (sk. 3.1.3.)), ko apzime ar ti. L1dz ar to spriegumu tenzoru

(sk. 6.2. Sprieguma tenzors) var uzrakstit ka divu tenzoru summu: 6;, =—-pd;, + i

9.2.1. Normalo spriegumu tenzors

Izteiksmes o5 =—pd;, + T pirmo saskaitamo —pd; sauc par normalo spriegumu
tenzoru. Sk. 6.3.2. Spiediens 8kidrumos. ST sprieguma tenzora sastavdala raksturo to impulsa
plusmas dalu, kura saistita ar impulsa parnesi kopa ar masu

9.2.2. Viskozo spriegumu tenzors

Izteiksmes G;, =—pd;, + T otro saskaitamo T sauc par viskozo spriegumu tenzoru, tas

nosaka to impulsa plismas dalu, kas nav saistita ar impulsa parnesi kopa ar masu. Tagad
jamégina noteikt viskozo spriegumu tenzora komponentes.

9.3. VISPA-RI_V GI SPRIEDUMI PAR VISKOZO SPRIEGUMU TENZORA
KOMPONENSU NOSKAIDROSANU

9.3.1. Ka atras viskozo spriegumu tenzora koeficientus
Sos koeficientus uzzina fenomenologiskas teorijas ietvaros, t.i eksperimentali. Ir Bolcmana
teorija, kura apraksta viskozo spriegumu tenzora aprékinasanas procesu tiesi gazém, ta ir gazu
kingtiska teorija. Par viskozo spriegumu tenzoru var izdarit secinajumus, balstoties uz vides
izotropiju, telpas simetriju utml., tadejadi samazinot eksperimentali nosakamo koeficientu
skaitu.

9.3.2. Viskozo spriegumu atkariba no atruma mainas telpa

Skidrumu iedalijums atkariba no viskozo spriegumu atkaribas no atruma mainas
linearitates
Ir saprotams, ka viskozie spriegumi nevarétu biit mainigi vienmériga kustiba, tatad tie ir
atkarigi no atruma izmainam telpa jeb atruma atvasinajuma — t.i. dazadu slanu kustibas ar
dazadiem atrumiem.
Nitona Skidrumi
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Ja spriegumi atkarigi no atruma gradientiem lineari. Seit tiks apskatiti tiesi $adi $kidrumi.
Neniitona Skidrumi

Ja spriegumi atkarigi no atruma gradienta nelineari. Ar to nodarbojas reologija (piem. asins

kustiba u.c. skidrumu kustiba kermen).

Secinajumi, kas rodas pétot Skidruma taisnvirziena kustibu ar nemainigu atrumu
Vai skidruma var rasties viskozie spriegumi, ja visos telpas punktos Skidrums kustas ar
nemainigu atrumu? Ng! Piemé&ram, parnesot 1€nam blodu ar tdeni, nekas ar Gideni trauka
nenotiek. Tatad viskozo spriegumu tenzoram jabit vienadam ar nulli, ja atrums ir telpa
nemainigs un $ie viskozie spriegumi rodas tikai tad, ja atrums mainas no punkta uz punktu. To
var aprakstit ar kustibas atruma gradientu.

Viskozo spriegumu tenzora visparigs pieraksts lineara tuvinajuma

Ieprieks teiktais liek secinat, ka visiem viskoza sprieguma tenzora locekliem jasatur
atrumu atvasinajumi. Atrumam ir 3 komponentes. STs trfs komponentes katra jaatvasina atkal
pec 3 mainigajiem. Tatad viskozo spriegumu tenzoram jabiit vismaz 9 komponentém.. Ta tas
ir pirmaja tuvinajuma.

Principa varétu viskozo spriegumu tenzora izteiksmé ieklaut ar1 otras un augstaku
kartu atruma atvasinajumus (eksisté tadi gazu kustibas modeli), tomér gadijuma, kad atrums
mainas pietiekoSi 1eéni, So izmainu labi raksturo arl pirmas kartas atvasinajumi. Tatad
vispariga gadijjuma lineara tuvinajuma viskozo spriegumu tenzoru var pierakstit ka:
tk = Aikim Km , jeb sakaribas starp atruma atvasinajumiem un viskozo spriegumu apraksta

1
ceturta ranga tenzors Aium, kura ir jabit attiecigi 81 kooeficientam.

Secinajumi, kas rodas pétot Skidruma vienmeérigas rotacijas kustibu
Var redzet, ka vienmérigi rotgjot ar Skidruma slaniem nenotiek nekadi procesi. Tatad viskozo
spriegumu tenzoram jabiit vienadam ar nulli arT tad, ja Skidrums vienmérigi rot€. Tada atrumu
atvasinajumu lineara kombinacija, kas atbilstu $im nosacijumam, izskatas $adi: 2:;{ + Z‘;k

1

9.4. VISKOZO SPRIEGUMU TENZORA IZSKATS

9.4.1. Viskozo spriegumu tenzora nezinamo koeficientu skaits
9.3. nodala ir noskaidrots, ka viskozo spriegumu tenzoru var méginat pierakstit $ada veida:
m

Tk = Aikim o
I

jeb sakaribas starp atruma atvasinajumiem un viskozo spriegumu apraksta
ceturtd ranga tenzors Aig. Lai izveidotu pilnigu viskozo spriegumu aprakstu, tatad ir
nepiecieSams uzzinat 81 koeficientu. Zinams ar1, Sim tenzoram attieciba pret indeksiem “i,k”
jabiit simetriskam (sk. 9.1.5.), tatad jaatrod 54 koeficienti.

Jautajums, kadi spriegumi rodas vid€, ja materialo elementu deformé&. To nosaka simetrija
materiala. Uzdevumu vienkarSo tas, ka parasti tiek apskatiti izotropi Skidrumi.

9.4.2. Koeficientu matricas izskats

Teoréma par koeficientu matricas invarianci attieciba pret grieSanas operaciju
Pienemsim, ka sprieguma tenzors dots viena koordinatu sist€éma, tad koordinatu sist€éma tiek

>

pagriezta: - .. Ja pariet uz citu koordinatu sistému, ari tenzors Ay izmainas:
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/

ov o o e e

‘I‘(k = A(kl (&(mJ . Ta ka atruma gradienti un spiedieni uz jaunajam asim ir tie pasi (jo vide
1 1KIm 1

/
. 0 0
ir izotropa), tad var rakstit: Nm || DNm | yn ¥ =t | tatad arf
aXl aXl ik ik

A=A

iklm iklm ©
Pieradijums
Vektoru transformacijas formula, parejai jaunas koordinates
Uzraksta, ka parveidojas vektoru komponentes, parejot no vienas koordinatu sist€mas uz citu
koordinatu sisttmu: a;é; :al/<61/< = a]/< =a;le; ,E]/( . Tatad jauno koordinatu saistibu ar
. .. . = = A .. .
vecajam var izteikt ar matricas o, = (ei ,ek) palidzibu: aj =a,;a;. No definicijas seko:

- ~/ .. . .. _ _ . .
e, = a,;C kas arl ir vielas izotropijas nosactjums. Tatad oui raksturo lenkus starp jauniem un
veciem ortiem.

-------------- Pierada, ka o ir unitara matrica

__ ~/ .. e = ~/ .

€, =0,,€ parelfln/a skalari ar €, = o €;:

€€ =00, €€
i¥m ki*Im Yk%1 _ . _ .
- = = 0Ol = Oim (o - ortogonala matrica). Tatad ¢! - = I (vienibas
Bim By

matrica). Spéka arl . o' = . Tatad o ir unitara matrica. det(o) = 1.
Tatad var izteikt vektoru komponentes caur vecajam komponenteém.
Tenzoru transformacijas formula, parejot uz jaunam koordinatem
Lidzigi ka vektoru koordinates, parveidojas ari tenzora komponentes — ka vektoru

komponenSu reizinajums, t.i. Ci/k =00, Cpy - Nepagriezta koordinatu sistéma viskozo

ov
spriecgumu tenzoru izteica ka tyx = Ay 8x7m’ tatad pagriezta tas izsakas Kka:
|

ov ov ov!
te = oot = 00y Ajgm ~ . Tapat izsaka — % = OOy, — . levietojot iegist:
x| 0K Xt
/ 8V/s X . . . . _
Tic = 00O Oy Ajm —— - Seit  ir  pieradits, ka Awm ir tenzors. Tatad

/
)¢
Ai/kts = 0Ly Oy Ol Ol - St formula speka vienmer, nav atkariga no vielas simetrijas Tpasibam.
Ja jaunaja koordinatu sistéma ir tadi pasi atruma gradienti ka vecaja, tad jabut tadiem paSiem
/

ari spriegumiem - A’ =A
iklm iklm

Tatad tenzoram jabiit invariantam pret grieSanas grupas transformacijam.

Koeficientu matricas Ajum izskats
Bez pieradijuma. Var paradit, ka vienigais veids, ka var izskatities materiala elementa
koeficientu matrica ar vajadzigajam pasibam, ir sekojoss:

Ajkim = M0k B1m + 12018k + 138im 01 .
Sai matricai attieciba pret indeksiem “ik” jabiit simetriskai (sk. 9.1.5.), tadé] p, = ps.
9.4.3. Viskozo spriegumu tenzors

Viskozo spriegumu tenzora izskats

Ieprieks ir iegiits, ka viskozo spriegumu tenzors izskatas:

83



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

R &
by = A — = (g By By g (8 gy + Oy Oy ) —
ik~ riklm axl FCk Oy T 2004 Pl Kl ﬂxl
ov ov -
Apskatisim, ko iegiist reizinajuma: Sy, — =2, =divv
ax1 m m

oV, ov ov OV, ov; Vi
5.0 =5 m_ K 0 8,8 =5
Lidzigi 0;10km =~ 2%, km = ox; ox, un Kl = 2%, K= ax] 8 < , tatad iegustam:
ty = 1Oy divi + 1, Ny, Vi |
aXi an

Fenomenologisko koeficientu ievieSana, viskozo spriegumu tenzora dalijums divas
dalas

Fenomenologiskos koeficientus var ieviest ka &rtak lietotajam, tapec tos ievies ta, lai
atseviski butu atdalita dala, kura raksturo materiala elementa tilpuma izmainas atrumu, t.i. $1
dala raksturos spriegumus, kas rodas, mainoties tilpumam. Otra dala biis koeficienti, kas
raksturos, kas notiek, ja tilpums nemainas.

Parraksta viskozo spriegumu tenzora formulu:

b= 8y dive + 2(“2(1[‘9” L Ovi j—;div%ik B +§u2divv6ik

2\ ox;  Oxy
2 . 1 ka B 1.
Bl = +—pig O AT + Zua| = - — diw ¥ iy
ik [P‘q 3#2] ik SHENCE D 2[8;: Bxk 3 YO8k
() ‘ {#y

Tatad gan (*), gan (**) var izteikt ka kaut kadus tenzorus. (*) tenzora diagonalo
loceklu summa bus atskiriga no nulles, jo §1 dala raksturos Skidruma saspieSanos vai
izpleSanos (sk. 6.3. Sprieguma tenzora analize). Tatad viskozo spriegumu tenzora (*) dala
pazid tad, ja Skidrums ir nesaspiezams (sk.5.5.1. Nesaspiezamibas nosacijums).

Sis izvedums ir speka gadijuma, kad atrums mainas pietiekosi léni.

Viskozitates koeficienti
Koeficientus viskozo spriegumu izteiksme parsauc:

M1+§l~l2 =Cun pu, =n.

Pienem, ka Sie koeficienti ir konstantes, kas nav atkarigas no telpiskam koordinatém. Principa
Sie koeficienti tomér var bt atkarigi no koordinatém. So koeficientu vertibas nosaka

eksperimentali.
ov ov; 1, -
lk = C SlkleV'F 21’] (2 (axl:_'_ an ] —3d1VV6ik}

Tilpuma viskozitates koeficients
. 2 . . . . 5. . . .
Koeficientu § =p; + 3 K, sauc par tilpuma viskozitates koeficientu. Sis koeficients ir biitisks

tikai saspiezamiem Skidrumiem. Tilpuma viskozitate vienmer lielaka par 0.
Bides jeb dinamiskas viskozitates koeficients
Koeficientu n=p, sauc par bides viskozitates koeficientu. Nesaspiezamiem skidrumiem

viskozo spriegumu tenzoru raksturo tikai Sis vienigais koeficients. Pie dotas temperatiiras Sis
koeficients nav atkarigs no spiediena. Bides viskozitate vienmér lielaka par 0
Kinematiskas viskozitates koeficients
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Lielumu v = u sauc par kinematisko viskozitati.

G

Dazas 1 un v veértibas vielam pie T=20°

(i o]

udens 0,01 0,01

gaiss 1,8-10* 0,15

glicerins 8,5 6,8
dzivsudrabs 0,0156 0,0012

9.5. SPRIEGUMA TENZORA PILNA IZTEIKSME

Sprieguma tenzors saspieZamiem Skidrumiem:

Ok =-p8ik +C‘8ikdiV{./+T]' avik'i' aVi —gdiV{;S]‘k _]eb
i an 3
ov ov ov, 2 ov
Gy =-PSy +C -8y —L4me| K4 -5, L
ik p ik Q ik axl n (axi an 3 ik axlj

Sprieguma tenzors nesaspieZamiem Skidrumiem:
Nesaspiezamiem skidrumiem sp&ka nesaspiezamibas nosactjums (sk. 5.5.1. Nesaspiezamibas
nosacijums), tapéc
ovy  Ov;
Gy =-POy +M-| —— +_—
OX.: Ox k

1
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10. NAVJE — STOKSA VIENADOJUMS JEB KUSTIBAS VIENADOJUMS

VISKOZAM SKIDRUMAM
10.1. NAVJE — STOKSA VIENADOJUMA VISPARIGAIS IZSKATS

10.1.1. Navjé — Stoksa vienadojuma iegiiSana

Ievietojot iegiito sprieguma tenzora izteiksmi (sk. 9.5. Sprieguma tenzora pilna izteiksme)
nepartrauktas vides kustibas vienadojuma (sk. 7.1.2.), iegust:

d 8(8 ) 6(6ika lj
V: : X
p i POk +C- 1 [

o vy 0 v, 2 0 ov,
- + 5 Ok
dt an aXi 8Xk aXi an an 3 an aXl
I A v, 0 v 2 0 ov
6X1' aXi aX] 8X1%

.ﬁxi aX] ng 87)(,87)(1

10.1.2. Navje — Stoksa vienadojuma izskats dazados gadijumos
SaspieZzamiem Skidrumiem

ar neizverstu konvektivo locekli

dv; op o%v, n) o ovy .
=——+n- +|C+ - | ——
Pat T Tan TV g2 TS

1 an

dt 3
dv -~ l 3
pa =—gradp+n-Av+| + 3 graodivv

ar izverstu konvektivo locekli
Sk. 2.3. Konvektivais zgvasinﬁiums.

p a% +p(VVV = —gradp +n- AV + (C + gjgraadiﬁ jeb

— —

v v - n -
— 4+ pV: — =—graop+n-Av+| { +— |graodivv
P TPVig, = gracpnm (C 3jg

1
NesaspieZamiem Skidrumiem

Nesaspiezamiem $kidrumiem spéka div (p7) = 0 (sk. 5.5.1. Nesaspiezamibas nosacijums),
tapec:

ar neizverstu konvektivo locekli

dv.
p— +=-—gradp+mn-Av;
dt
ar izverstu konvektivo locekli
Sk. 2.3. Konvektivais atvasinajums.

ov ov
~— 4+pV: — =—gradp+n- Av
p@t p i5 gracp + mn

X
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10.2. VIENADOJUMI, KAS NEPIECIESAMI PILNIGAM VISKOZU
SKIDRUMU KUSTIBAS APRAKSTAM

10.2.1. Nepartrauktibas likums
Sk. 5.2. Nepartrauktibas vienadojuma izvedums.

0 -
No masas saglabasanas likuma tika iegits: ﬁrt) +divpy =0.

Sis ir viens vienadojums blivumam.

10.2.2. Navjé — Stoksa vienadojums
Sk. 10.1. Navjé — Stoksa vienadojuma visparigais izskats
Skidruma paatrinajumu, ko rada dazadi spéki, kas darbojas §kidruma, nosaka Navijé — Stoksa
vienadojums:

p@ +pv; — Al =—gradp +n-Av+ (C + T]jgraé’divfl
ot ox 3
Seit uzrakstiti 3 vienadojumi trim atruma komponentém
10.2.3. Siltumapmainas vienadojums

Sk. 8.1.5. Siltumapmainas vienadojums

Spiedienu aprakstam ar Mendelejeva - Klapeirona stavokla vienadojumu pV=RT.

Ieksgjas energijas pareju citos Skidruma energijas veidos, nosaka vienadojums temperatiirai:
dT dp

~ dp 0v; -
C, < = TB T+ N _gi | — _AgradT
p B— a o, ivq, kur B p(dep, divq = —Agrad

Seit uzrakstits, ka atrast spiedienu

i

10.3. NAVJE-STOKSA VIENADOJUMS PLUSMAM DAZADIEM
REINOLDSA SKAITLIEM, [15] - 86.1pp., [35] — 271.Ipp.

10.3.1. Lidzibas likums.

Kapec svarigs lidzibas likums

P&tot viskozus Skidrumus, balstoties uz daziem, ar fizikalu lielumu dimensijam
saistitiem vienkarSiem apsveérumiem, var iegiit virkni buitisku rezultatu.

Lai noteiktu, ka iegiitos vienadojumus (sk. 10.2. Vienadojumi, kas nepiecieSami
pilnigam viskozu Skidrumu kustibas aprakstam) ietekme tieSi Skidrumu raksturojoSie
parametri p un p, nevis vienadojuma mérvienibu maina, japacensas uzrakstit mingtos
vienadojumus bezdimensionala forma.

Apskatisim kadu noteiktu kustibas tipu - noteiktas formas kermena kustibu caur
Skidrumu. Ja kermenis nav lode, tad jabiit noraditam, kada virziena tas kustas, piemé&ram,
elipsoida kustiba ta lielas ass virziena utt. Var bit runa ar1 par Skidruma plismu apgabala, ko
norobezo noteiktas formas sieninas (piem. pa noteikta diametra cauruli).

Geometriska lidziba

Par vienadas formas kermeniem saucam geometriskas lidzibas kermenus, t.i. tadus,
kurus var ieglit vienu no otra, proporcionali izmainot to linearos izm&rus. Tapg&c, ja ir dota
kermena forma, tad kermena izméru noteikSanai pilniba pietiek uzdot kadu no ta linearajiem
izmeriem (piem. lodes vai cilindriskas caurules radiusu).

Plismas raksturlielumi
Mes apskatisim stacionaru kustibu. Tapéc tekosa Skidruma atrumam jabit nemainigam.
Skidrumu m@s uzskatisim par nesaspiezamu. Apskatisim Navijé-Stoksa vienadojumu

dv; 1 . . .
nesaspiezamiem Skidrumiem: ditl =——gradp+ n -Av; . Nezinamas funkcijas, kuras janosaka
p p

risinot vienadojumus, ir atrums v un spiediens p.
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Bez tam, Skidruma plismas atkaribu no kusto$sa kermena formas un atruma, izsaka ar
robeznosacijumiem.

Raksturigais izmers
Pienemsim, ka kermena forma ir dota, tad ta geometriskas ipaSibas var tikt noteiktas ar
jebkuru vienu linearu izméru, ko més apzimé ar | un sauc par raksturigo izméru.
-------------- Lineara izméra bezdimensionala izteiksme
Visus linearos izmérus, kas sastopami vienadojuma, var izteikt, balstoties uz So raksturigo
izméru. Lidz ar to var rakstit, ka bezdimensionalais attalums x’ var tikt izteikts ar

—| )

dimensionalo attalumu x un raksturigo izméru | ([I]=cm) $adi: X'=

Raksturigais atrums
Plismas atrums talu no kermena ir d. To var pienemt par visu pliismu raksturojosu raksturigo
atrumu.
-------------- atruma bezdimensionala izteiksme

Tad jebkuru atrumu var izteikt ar pliismas raksturigo atrumu d ([U]=cm/s) $adi: U’ =

e

Viskozitétes koeficients
PaSu Skidrumu raksturojos$s lielums Saja vienadojuma ir tikai viskozitates (sk. 9.4.3.

Viskozitates koeficienti) koeficienta dalijums ar Skidruma blivumu 2

-------------- Viskozitates koeficienta bezdimensionala forma
Viskozitates koeficienta dalfjumu ar Skidruma blivumu var bezdimensionalizét sekojosa

2 1
veida. Taka [V |=—2: g3=°m tad =T
pl s-cm cm ] o' p a-l

10.3.2. Reinoldsa skaitlis

Reinoldsa skaitlis — bezdimensionala kombinacija no plismas raksturlielumiem
Viegli parliecinaties, ka no plismas parametriem var sastadit tikai vienu neatkarigu
‘a-p . o . .
bezdimensionalu kombinaciju, proti R = 7‘). So kombinaciju sauc par Reinoldsa skaitli
n

un apzimé ar R. Jebkurs$ cits bezdimensionals parametrs var tikt izteikts ka funkcija no R.
Lidzigas plusmas
No §is izteiksmes ir redzams, ka viena tipa divas dazadas plismas (piem. dazada diametra
sféru aptecéSana ar dazadu viskozitaSu Skidrumiem) atrumi v/d ir attiecibas r/l vienadas
funkcijas, ja vien Reinoldsa skaitlis abos gadijumos ir vienads. Plismas, kuras var iegtt
vienkarsi pamainot koordinatu un atrumu mérogu, sauc par lidzigam. Tada veida vienada tipa
plismas ar vienadiem Reinoldsa skaitliem ir [idzigas — lidzibas likums.
Dazadas funkcijas
-------------- Atrumu lauks
Ta ka vienigais bezdimensionalais parametrs ir Reinoldsa skaitlis, tad skaidrs, ka
hidrodinamisku vienadojumu risinaSanas rezultata iegtitais atrumu lauks ir §ada veida funkcija
v=u-f(x/L,R).
-------------- Spiedienu lauks
Analogisku formulu var uzrakstit spiedienu sadalfjumam Skidruma. Tam no plismas
parametriem vajag sastadit kaut kadu lielumu ar spiediena dimensiju, ka tadu lielumu
izvelesimies, pieméram @’ kas dalits ar p. Tad var apgalvot, ka p/p@* biis funkcija no

bezdimensionala mainiga x/l un bezdimensionala parametra R. Tada veida p=p-u2-f(x/l,R).
-------------- Spéeka lauks

88



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

Visbeidzot analogiskus apsvérumus pielietosim lielumiem, kas raksturo skidruma pliismu, bet
nav koordinatu funkcijas. Tads ir, pieméram, uz aptekamo kermeni darbojoSais pretestibas
speks F. Precizak var apgalvot, ka bezdimensionala F attieciba pret no n, d, I, p sastadita
lieluma ar speka dimensiju ir jabut funkcijai tikai no Reinoldsa skaitla. Ka noradito
kombinaciju var nemt, pieméram, reizinajumu pd’F. Tad F= pu’Ff(R)
Bezdimensionali koeficienti sistema ar gravitacijas lauku
Ja smaguma sp€ka ietekme uz kustibu ir bitiska, tad kustibu nosaka nevis tris, bet Cetri
parametri: I, @, n/p un smaguma spéka paatrinagjums g. No Siem parametriem var sastadit ne
vairs vienu, bet divas neatkarigas bezdimensionalas kombinacijas. Ka tadas var izvéleties
Reinoldsa skaitli un Fruda skaitli, kas ir F =a*/lg
Formulas funkcija f tagad bus atkariga ne no viena, bet no diviem parametriem (R un F ), un
plismas bis Iidzigas tikai pie abu So skaitlu vienadibas.
10.3.3. Navje-Stoksa vienadojumu vienkarSoSana atkariba no pliismas Reinoldsa
skaitla.
Navje — Stoksa vienadojuma bezdimensionalizacija

e o D M oas ..
Meginasim vienkarSot Navjé-Stoksa vienadojumu ot Vi ox == ggraﬁp + B AV | vispirms
i

bezdimensionaliz§jot ta loceklus un izmantojot bezdimensionalo pliismas raksturlielumu

l-a.
kombinaciju — Reinoldsa skaitli R = 7‘). Bezdimensionalos lielumus apzimé ar »/ v,
n

Bezdimensionalais spiediens

-a
No plusmas raksturlielumiem sastada kombinaciju ar spiediena dimensiju: [p] = [nl} .
_ _ P I
Lidzartop = 3=P
[p] "~ n-a
Bezdimensionoperatoru bezdimensionalizacija

o1 T1 '
Taka |- :H,tad 2oy,
aXi | aXi Gxi

Taka [A]Z[Ilz},tad A=A

i ]3] (2) -5

Uzraksta Navje — Stoksa vienadojumu ar bezdimensionaliem locekliem:
a ai’ 1 ou' 11n-a ' 1 .
u.f.au +u.u’i.u.,.au = 2.0 .ap +H.u.7.A’u'
1 ot I o} pl 1 oxi p P
2 = = '
a. 8u+ui,6u __n4a o +Ad’
| ot' ox! p- I2 ox'

1

Abas vienadoi sdalaar 9 jeatst 2o+ u) O LG T
as vicnadaojuma S€S 1zdala ar —, 1€ S:i, i ,:_ : , (]
vienadojuma pu P e T Tk pla (! !
@,-i-ui' 8u, L[ ap, +A'd’

8‘[ aXi R i
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Vienadojuma kreisaja pusé€ ir lielumi, kas raksturo inerces spekus.
Vienadojuma labaja pusg€ ir lielumi, kas raksturo viskozos spékus

l-a- o :
Var redzét, ka lielums R = P raksturo attiecibu starp inerces un viskoziem spékiem.
n

Skidrumu iedalijums, atkariba no Reinoldsa skait]a.

Ja Reinoldsa skaitlis ir mazs (R<<1)

Mazu Reinoldsa skaitlu gadijuma skaidrs, ka viskozitates speki ir daudz lielaki, neka
inercialie speki. Tatad plismam ar mazu Reinoldsa skaitli, inerces spekus var neieverot ka
mazakas kartas lielumus.

B
%HEQ=I a- 10 ~1[:]_6

. 2 e _ _—
Pieméram 10 . Tatad tdenim inerces spékus var neieverot.

!

Vienadojums plismam ar mazu Reinoldsa skaitli tatad ir uzrakstams: — +A'U'=0

!
1

Ja Reinoldsa skaitlis ir liels (R>>1)
Tad inercialie spéki ir daudzkart lielaki par viskozajiem un Iidz ar to viskozitates speku
ieguldijumu var neieverot.
o', ou 0

’ ul '
ot OX;

1

Vienadojums pliismam ar lielu Reinoldsa skaitli tatad ir uzrakstams:
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11. STOKSA UZDEVUMS. LODITES APTECESANA
11.1. VIENADOJUMI STOKSA UZDEVUMAM

Uzdevums pilna nostadné (Navjé-Stoksa vienadojums) ir loti sarezgits (piem. upes tdenu
kustiba ap akmeni utml.). Lai tadu atrisinatu, bitu nepiecieSams integrét nelinearus
diferencialvienadojumus. Visos gadijumos, kad atrisindjumu var atrast analitiski, tiek ieveroti
zinami papildnosacTjumi. BieZi tie saistiti ar vienadojumu linearizaciju. Saja gadijuma
piepem, ka apskatama Skidruma plisma ir ar mazu Reinoldsa skaitli (sk. 10.3.2.). Atrod
vienadojumus, kas pilniba nosaka plismas ar mazu Reinoldsa skaitli kustibu.

11.1.1. Stoksa vienadojums

Nemot véra viskozitates speku daudz lielako ietekmi uz Skidrumu (sk. 10.3.3.), Navje —
Stoksa vienadojumu nesaspiezamiem Skidrumiem (sk. 10.1.2.) var parrakstit:
-Vp+nAv=0

Sis ir linears diferencialvienadojums.
Aristotela fizika

Tas, tatad, apraksta Skidruma kustibu bez inerces (t.s. Aristotela fizika) — ja speki beidz savu
iedarbibu, tad Skidrums momenta apstajas.

11.1.2. Nesaspiezamibas nosacijums
Kopa ar nepartrauktibas vienadojumu nesaspieZamam Skidrumam, kura blivums ir laika un
telpa konstants (sk. 5.5.2.):

divw=0

11.2. STOKSA UZDEVUMA NOSACIJUMI

11.2.1. Uzdevuma nostadne

Dota nekustiga sféra ar radiusu R. Sféru aptek laminara Skidruma plisma. Dots
Skidruma laminaras plismas kustibas atrums V, talu no lodites. Interesé kads ir atrumu
sadaltijums plusma (sk. 11.3.), ka atrast spiediena vertibu (sk. 11.4.) un ar kadu spéku lodite
iedarbojas uz plistoso viskozo skidrumu (sk. 11.5.).

Uzdevums ir ekvivalents tadam, kur nekustiga Skidruma ar noteiktu atrumu kustas
sfera. T.i., arT 8§aja gadijuma atrumu lauks bis identisks tam, kadu iegiist, risinot uzdevumu ar
ieprieks izklastitajiem paramatriem, tikai ar pret&ju zimi.

Uzdevuma formul&jums laminaram plismam ar mazu Reinoldsa skaitli ir korekts un
matematiski var pieradit atrisinagjuma eksistenci un unitati. To sauc par lienoSo plismu
tuvinajumu.

Vésturiski vispirms tika uzrakstits Eilera vienadojums (sk. 7.2.2.) pie R>>1, kad var

neieverot viskozos spekus, t.i. vienadojums idealam Skidrumam.
11.2.2. RobeZnosacijumi

Kaut arT uzdevumi ar nekustigu loditi kustiga Skidruma un kustigu loditi nekustiga
Skidruma pé&c savas bitibas ir ekvivalenti, ir apsvérumi, kuru dg] risinot ir izdevigak pienemt,
ka nekustiga ir tieSi sféra: ta ka robeznosacljumi ir uz sferas virsmas, tad izdevigak, ka
nekustiga ir tiesi sfera.

RobeZnosacijums atrumiem talu no kermena

Talu no kermena dots plismas atrums: Vn Mf‘_)oo = Vo . ST vektora virzienu uzskata par polaro

asi.
RobeZnosacijumi atrumiem uz sféras virsmas
Nedeforméjamibas robeznosacijums jeb normalie atrumi uz sféras virsmas
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Skidrums nevar ielit cieta kermeni. Tas nozimé, ka Skidruma atruma komponentei normales
virziena pret virsmu uz cietd kermena virsmas jabut vienadai ar O: Vn‘m:R =0, Tatad

Skidruma kustibas atrums var biit versts tikai pa pieskari sférai.
PielipSanas robeZnosacijums jeb tangencialie atrumi uz sferas virsmas
Steras pieskarplakné jebkura virziena darbojas viskozie spéki, kas cenSas noturét Skidruma

molekulas nekustigas attieciba pret kermena virsmu, tatad: V< Mf‘:R =0
RobeZnosacijums atrumiem uz sféras virsmas
Tatad seko, ka Skidruma kustibas atrums uz sferas ir vienads ar nulli: V\S =0

RobeZnosacijums, ja sfera ir Skidruma vai gazes burbulis
Uzskata, ka gazes burbulis ir nedeformé&jams. Tada gadijuma virsmas sprieguma spéks ir
pietiekosi liels, lai burbulis sp&tu saglabat lodveida formu. Tatad Vn ‘\?\:R =0 bet pielipSanas
robeznosacijums vairs nesaglabajas. Uz Skidrumu no burbula virsmas elementiem nedarbojas
nekadi spéki, t.i. spéka tangenciala komponente pret virsmu ir nulle. Lidz ar to nosacijums ir
uzrakstams: oy ny =0,

RobeZnosacijumi, ja aptekamais objekts ir piliens

Piliena virsma ir nedeform€&jama, t.i. Skidruma kustibas atrums normali piliena virsmai no
abam pusém ir vienadi ar nulli. Jauzraksta nosacijums, ka spekiem, kas darbojas uz prtgjam

virsmam, ir jakompensgjas: ciknk :c%knk. Tangencialie atrumi uz piliena virsmas ir
nepartraukti V¢ =V, .

11.2.3. Spriedumi par plismas atrumu sadalijjumu un spéka eksistenci

Koordinatu sistemas izvele
Ievies sfeérisko koordinatu sistému (sk. 13.6. Sferiska koordinatu sistéma) ar centru sféras

centrd un z asi V,, virziena.

7
Atruma funkcijas izskats

Pret So asi, kura ir paraléla pliismas atruma virzienam, kustiba ir aksiali simetriska, t.i. nav
atkariga no aksiala lenka ¢. Kustiba biis atkariga no radiusvektora t un lenka v, kas raksturo
radiusvektora vérsumu pret polaro asi.

Tatad atruma funkciju var pierakstit: V= V(Vr (r, V), vy, (r, V),O), t.1. kustiba azimutala virziena
nenotiek. Nemot to véra, var€s aprékinat, kads speks darbosies uz loditi. Pamatojumu, kapéc
drosi var secinat, ka uz sféru laminara pliisma darbojas kads spéks, sk. 3.2.2. Piemérs - sféras
aptecésana.
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11.3. ATRUMU LAUKA ATRASANA

11.3.1. Kas nepiecieSams, lai atrastu atruma lauku
Stoksa vienadojuma (sk. 11.1. Vienadojumi Stoksa uzdevumam) ir divi nezinamie —
spiediens un atrums. Izmantojot nesaspiezamibas nosacijumu divv =0, var uzrakstit tadu
vienadojumu, kura ir tikai viens mainigais - atrums. So vienadojumu tad arT varétu aprékinat.
11.3.2. Laplasa operatora parveidojums Stoksa vienadojuma

Nem véra Laplasa operatora ipa$ibu: Aa =graddiva —rotrota. No nesaspiezamibas
nosacijuma divv=0 seko, ka Laplasa operatoru Stoksa vienadojuma var aizstat ar
AV = —rotrotv . leglist
gradp + nrotrotv =0
11.3.3. Vienadojums atrumu laukam
Spiediena izslegSana
Iegiist vienadojuma gradp +nrotrotv =0 rotoru. Rotors no gradienta V x (Vp) ir vektora
vektorials reizinajums ar vektora un skalara reizinajumu. Ta ka rezultats nemainisies no ta, vai
vispirms vektoru pareizinas ar skalaru un tad veiks vektorialo reizinajumu, vai ari pirmos
vektoriali sareizinas abus vektorus, tad So izteiksmi var pierakstit: [V X (Vp)]: [V X V]p. Ta
ka vektora vektorialais reizinajums pasam ar sevi ir vienads ar nulli [V X V] =0, tad iegust:
rotrotrotv =0.
11.3.4. Vienadojuma ar vienu mainigo iegiiSana.
Ka iegiit vienadojumu vienai atruma komponentei
Vienadojuma rotrotrotv=0 ir divas atruma komponentes, tas jaizsaka caur kadu vienu
mainigo. So funkciju var iegit, aplikojot nesaspiezamibas nosacijumu divv =0.
Divergence no atruma

Atceroties, ka v,=0 (sk. 11.2.3. Spriedumi par plismas atrumu sadalifjumu un spéka
eksistenci), aprékina divergenci sfériska koordinatu sistéma (sk. 13.6.5. Divergence sferiskaja

koordinatu sistéma):

divv = L g(vrrz sin v)+ 9 (vyrsinv)|= Lo (rzvr )+ ,l i(VV sin v) =0
2 sin v\ Or ov 2 or rsin v ov
legiito izteiksmi var apmierinat, ja v; un v, izsaka ar jaunas funkcijas (stravas funkcijas V)
palidzibu.
Atruma komponentes izteiktas ar stravas funkciju
v 1 oY 1 oY
=—— L unVv, = —
" tZsinv ov Y rsinv or
Parbaude
1o, 1 oY 1 © 1 oY .
- ||+ — —sinv |=
r2o\ tlgny Ov) rsinvov\rsinv or
1 oy’ 1 ov?
=— + =0

rsiny 00V r2gsiny over

Redzams, ka ievietojot atruma komponensu izteiksmes divergences aprékina formula, ieglist
nulli, jo jaukto atvasinajumu rezultats nav atkarigs no atvasinaSanas kartibas.

Stravas funkcijas fizikala jega
Par stravas funkciju sauc tadu funkciju, kuras vertibas paliek konstantas uz stravas linijam,
kas sakrit ar linijjam, pa kuram parvietojas materialas dalinas. To, ka ¥ ir stravas funkcija,
uzreiz var pateikt, uzzimgjot pliismas Iinijas — tas sakrit ar stravas Itnijam.
-------------- Pieradijums, ka ¥ ir stravas funkcija
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Ja kustoties pa stravas liniju radiusvektora r koordinata mainas par dr un lenkis v izmainas par
dv, tad pieskares vektors pret stravas liniju biis paraléls §im vektoram {dr,rdv}. Ja dota linija

ir stravas linija, tad tas nozimé&, ka pieskares vektors ir paral€éls atruma vektoram, t.i.

dr v
——=—"_ Tatad stravas funkcijai jaizpildas sakaribai: drv, —rv,dv=0. Ievieto dtruma

rdv v,
komponentes izteiktas ar stravas funkciju, iegiist:
1 oY 1 oY 1 v oY
dr ———+r———dv=— dr—+—dv |=0.
rsinv or r2sinv OV rsin v or 0v

Redzams, ka uz stravas Iinijas stravas funkcija paliek konstanta.

11.3.5. Vienadojums stravas funkcijai
Tatad parveidoto Stoksa vienadojumu (sk. 11.3.3. Vienadojums atrumu laukam)
rotrotrotv = 0 parrakstisim stravas funkcijai (sk. 11.3.4. Atruma komponentes izteiktas ar
stravas funkciju), 1idz ar to biis iegits vienadojums ar vienu nezindmu mainigo — stravas
funkciju.

Rotors no atruma

Sk. 13.6.6. Rotors sferiskaja koordinatu sist€éma

N 1 ov, L _—
3 : : €y . Ta ka ne v, ne v, nav
rsinv ¢ ) \r or rov)? \rsinv dp )"
atkarigi no ¢, tad redzams, ka $§im rotoram no nulles atskiras tikai ¢-ta komponente:

_ 10(rv,) 10v,

rot , v=—
¢ r or rov .’

ievieto atruma komponentes izteiktas ar stravas funkciju, iegtist:

VRS az\y+1a[ 1 a\Pj_ 1 82‘P+sinv8[ 1 6‘1’)
?®" rsinv g2 3 ovisinv dv) rsinv| g2 2 ovisinv ov

rotors no atruma ar L-operatoru
legtito izteiksmi var uzrakstit 1sak, ievieSot L-operatoru:

A

LY

1ot o V="—
rsinv

L - operators
. .~ 0% sinv 0 1 0
Ievies operatoru L = + S
o2 1?2 ov\sinvov
Rotors no atruma rotora

Sk. 13.6.6. Rotors sferiskaja koordinatu sist€éma
Redzams, ka rotrot v biis r-ta un v-ta komponente.

- 0 (. - 10 ~
rotrotv = —\sinv-rot Vvle. —~—I\r-rot Vg, =
rsinv@v( ¢ )‘r r@r( M )‘V
- ) A 1 0 »
rot . rotv =— —|smv:-——L¥Y |=———LY¥
rsin v ov rsin v Zsinv
- 10 1 - 1 0~
rot,jrotv=———|r-——L¥ |=——— —LY¥
ror\ rsinv rsinv or

Rotors no atruma rotora rotora
Redzams, ka rotrotv komponentes izskatas analogiskas uzbtives ka atruma komponentes
izteiktas ar stravas funkciju tikai ar pretgjam zimém.
Tatad analogiski var secinat, ka rotrotrot v biis tikai ¢-ta komponente:
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rotrotrot , V.=— L2y
rsin v
Vienadojums stravas funkcijai
Lidz ar to iegiits: — ¥ =0
rsinv

11.3.6. Vienadojuma stravas funkcijai atrisinasana
Jauniegiitie vienadojumi, kuri jaatrisina

[2¢=0.

Jaatrisina Vienadojums stravas funkcijai

rsinv
Apzimé [ = f . Tad var rakstit: T£ =0.
Stravas funkcijas izskats

Kadai jabut stravas funkcijai
Zinams, ka talu no kermena kustibas atrumam jasakrit ar v, polaras (z) ass virziena. Tatad
talu no kermenpa v komponentes ir: v =v_ cosv; vy =-vsinv. Stravas funkcijai jabit
tadai, kurai talu no kermena ir $ads izskats.

Stravas funkcijas izskats

. 1 .

Uzmin, ka ¥ =—§ VOI'2 sin? v |
-------------- Pamatojums
Sads izskats varétu tikt uzmingts tadel, ka r2gin? vy ir radiusvektora projekcija uz plakni, kas
perpendikulara polarai asij. Tatad stravas vienadojuma radiusvektors ir konstants, t.i. stravas
Iinija ir paral€la atruma vektora asij.
-------------- Parbaude
Parbauda, ka tada veida sprieguma funkcija dos v€lamo atrumu lauku: atruma komponentes,

kas izteiktas ar stravas funkciju ievieto stravas funkciju. legist:
1 0 1 5 .9

Vr=_27'a— ——V,I'sin” v |=v,C0sV un
r-smy ov
1 0O 1 2 .2 .
vV, =— —| =< VoI sm v |=-v sinv,
rsin v or

kas ir tiesi, kas bija jaiegust.
11.3.7. Funkcijas f atrisinajums
f atrisinajuma izskats
Skatoties uz Stravas funkcijas izskatu, var pienemt, ka [f = () atrisinadjumu var meklét forma:

f=A(r) sin? v

ar mainigo atdaliSanas metodi.
f meklésana
Ievietojot f, ieguist

2 i 2 : )
I:fz(a Ly 8( ! aj]A(r)Sm v—smzva ?+SmVA(r)a( _1 Oslnvjz

or? 2 Ovisinvov or r ov

.2 oA _sinv
cosv |=sin”v-—
or

=sin“ v A(r)—
8r2 ()8\/ sin v

VienadOJums prieks jaunas funkcijas A

25
2A
Lf =sin? [a—J—O

2 .
2 6A sin v (2smv A(r)ZSlnv

o’ 12
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-------------- Atrod A(r)
. . o O°A 2A
Tatad japieprasa, lai funkcijai A izpildas 5 = =0
or r

Sis vienadojums ir invariants pret transformacijam ar koeficientu A, t.i., aizvietojot r ar Ar
ieglist to pasu vienadojumu. Jaunas vienadojumu sist€émas vienadojumu atrisindjumam
jaizskatas tapat ka vecas, tas var biit tad, ja A ir r pakapes funkcija. Tap€c atrisinajumu mekle
forma A —°.

. . . 2 2 Gl = 2
levietojot ieglist: o(c —1)r® > —2r° > =0 = olc-1)-2=0 = .

Oy =—
-------------- Visparigais atrisinajums
A=Dr?+Cr!

-------------- Vispariga atrisinajuma analize

Ja D=0, tad f = LY , aug proporcionali Dr* jeb 1otV = Ly pie lieliem r uzvedisies ka

rsin v

———Ar?sin? v, tatad rotors tieksies uz bezgalibu, kaut gan vajadz€tu, ka tas ir nulle. Lai
rsinv

panaktu nulli, pienem, ka D = 0.

Ieguita funkcija A
A=Cr .
Ieguta funkcija f
C .
Lidzarto f=—sin’v
r

11.3.8. Stravas funkcijas vienadojums
Atrod stravas funkcijas vienadojumu ar nezinamam konstantem

L : A ~ C .
Ievietojot atrasto f, ieglist: LW =, tad LY = —sin 2y,
r
Stravas funkcijas mekléSana
Stravas funkciju mekle forma W = A, (r)sin? v .
Atrod A,(r)
2
o . . . A, 2A “ . .
Ievietojot ieglist nehomogénu linearu vienadojumu: 0 21 _Tl EAS | vienadojuma
or r r

visparigais atrisindjums ir iegiistams ka homogéna vienadojuma atrisinajums, kam pieskaitits
partikularais atrisinajums.
-------------- Homogena vienadojuma atrisinajums

Homogena vienadojuma atrisinajums ir zinams (sk. fmekléSana): Ay ., = ar? +br L.

-------------- Partikulara vienadojuma atrisinajums

Ka partikularo nem A, = —c—zr .

-------------- Visparigais A1(r) atrisinajums

Tad A,(r) visparigais atrisingjums ir A = ar® +br! —C—zr

stravas funkcija
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‘{’:(ar2 +br! —(;rjsin2 Y

Konstan$u noteik$ana stravas funkcija
a

Konstanti a atrod no robeznosacijuma atrumiem talu no kermena Vn Mf‘_m =Vo.

1 oY

atruma komponentes izteiktas ar stravas funkeiju Vy == _—
r°sinv OV

¥
a=-—

Talu no lodes paliek tikai ¥ = a2 gin? v, [idz ar to iegiist, ka 4

b,c
Konstantes b, ¢ atrod no robeznosacijumiem atrumiem uz sfe€ras virsmas Vr‘m:R =0 un

Vv

=R = 0. Izsaka vajadzigas atruma komponentes:

V. =— ! 6\P:—(arz +br! —er 2sin v cosv=—22(ar2 +br! —czrjcosv

iy . .
r2 sinv OV 1r2 s v r

.2 .
v = _1 87‘P:s1n. Vicar—br 2 - S |=Y oar pr2 ¢
rsinv or rsinv 2 r 2

-------------- Vienadojumu sistéma b,c atrasanai
a ir zinams, r ir sferas radiuss R.

<

—VzoR2+bR‘1—CR:O

~¥,R-bR2-%=0.R
2

Otro vienadojumu atpem no pirma, iegist:

Yo R2 1 2pbR1=0= b=-°R3
2 4

Ievieto b otraja vienadojuma, iegist:

3 3V
—V0R+\:TOR—§=0:> Y

4

(6] R :E
2
Ieguita stravas funkcija

V== i‘r—"r2 —ER3r_1 + 7 Rr |sin? v

2 4 4

11.3.9. Atrumu lauks
Atruma komponentés, kas izteiktas ar stravas funkciju (sk. 11.3.4.) ievieto iegiito stravas
funkciju, iegst:

) - - 3% ) 3
Ve = 1 87‘1’:_ 22s1nv (—Vorz _ Yo g3l +V°Rr]cosv:V0 cos Vi 1+R—3—3—R
r’sinv OV r°sinv 2 4 4 2r 2r
1 oY si v,R? 3 o R 3R
v, =— oF _sinv —rV0+V° +Vog =sin Vv, —1+—+3—
rsinv or r 4r? 4 413 4r

Ieguts atrumu lauks
Tatad
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‘ROR°

- 3R R3 vw=ﬁnsinv[—1+—+—]
V, =V, co8V|l——+——| un 4r - 4r
2r 21'3

Secinajumi par atrumu lauku
Par redzamo iekavas

. S _ .. T B
Redzams, ka atruma perturbacijas, kas veidojas apkart kermenim ir proporcionalas —. Tatad
r

izmainas dilst saméra 1éni. Ja daudz dalinas, tad tas jut viena otru pa lieliem gabaliem.
Tadgjadi izpauzas dalinu mijiedarbibas taldarbibas efekts.
Par robezgadijumu

R
Var apskatit robezgadijumu, kad R—0, tad — - konstants. Tad iegust fundamentalo Stoksa
r

vienadojuma atrisinajumu. fundamentalais atrisindjums raksturo procesus ap punktveida
avotu, t.i. spekus, kas pielikti kermenim konkréta punkta.

11.4. SPIEDIENA ATRASANA

Stoksa vienadojumu, kurd atruma divergence aizstata ar rotoriem —gradp—mrotrotv=0,
projicé uz r-to un v-to virzienu. Ieprieks tika iegiitas rotrotv komponentes:

0 - 0 »
— LY un rot,rotv=——— LY
r°sinv Ov rsinv or

o i Ry
r

rot .rotv =

Seit ievieto ieprieks aprekinato
0 1 C,_ . op 2Cncosv

r-tais virziens: — 7p_n 5 —2sin vcosv —_P_ n73:
or rosinv r or r

1p 1 a(c : zvj_ 1dp Csinv

0

v-tais virziena: ———+MN————| —SIn
r ov rsinv or\ r

Vienadojumu sistéma spiediena atrasanai
op _ 2Cncosv
a3
op__ Csinv
ov r2

No pirma vienadojuma integr&jot iegiist:

I 2Cncosv Cncosv
3

dr=-2Cncosv % + g(r)= —, F g(r)
2r r

p=-
r

. e . _,. _ 0(Cncosv Csin v
Ievieto otraja vienadojuma: —| ——,—— +g(r) [=-
ov r? r?
og(r) Cnsinv N Cnsin v
ov r2 I_2
vienadu ar nulli g(r)=0 vai arT kadu citu konstantu spiediena vertibu p..
Spiediena izteiksme

0
=0. Tatad (ga(r):() un g(r) ir konstante, ko var pienpemt
\Y%

o e o 3v
Ievietojot spiediena izteiksmé ieprieks iegiito konstantes C vértibu ¢ = ——°

R, iegiist:
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3% nE cosv
S L e P

2 &
Secinajumi par spiedienu
Spiediens ap dalinu nav sadalits simetriski: ja v=0, spiediens ir maksimals (cos v=1), ja v=1,
spiediens ir minimals - nulle. Tatad uz dalinu darbojas speks. Pie tam So spéku rada Skidruma
viskozitate. Ja n=0, tad nekads speks uz dalinu nedarbosies.

11.5. SPEKA APREKINASANA
11.5.1. Aprekina spéku, ar kadu dalina iedarbojas uz Skidruma plasmu spiediena
nehomogenitates dél.
Janem sprieguma tenzora izotropa dala (Sprieguma tenzora dala, kas nosaka statisko
spiedienu) G = -Pdik .
Speka i-ta komponente, kas darbojas uz virsmas elementu ar normali k-taja virziena, ir
OikNk = PN
F = —Ipnids
No simetrijas skaidrs, ka perpendikulari simetrijas asij speks nevar biit, jo tad tas izjauktu
simetriju, tapec spekam var biit komponente tikai z virziena.
FZ(I) = —_[pnzds = —J-pcosvds
Spiediena izteiksme sastav no divam dalam — no konstantas p., kas sp€ka izteiksmé neko

nedos, un nehomogeénas spiediena dalas, kas atkariga no v . Tikai §1 nehomogeéna spiediena
dala dos ieguldijumu spéka izteiksmé.

3v,nR - 1 .
Fz(l) = —_[(— Vonzcost cos vds = 3VOT]R —2] cos’vds = ‘ds = r?sin vdvd(p‘ =
2r «r 2 R
3 R2 3 2n W
= —flonR—fcosz vsin vdvde = =v nR Idcpf cos? vsin vdv = \dcosv = —sin vdv\ =
2 R2 2 o 0

T
= —;\*/()T]R%t‘[cos2 vdcosv = —;\70 nR2n§ = -2V ,nR
0

11.5.2. Aprekina spéku, ko rada viskozie spriegumi
Sk. 13.6.7. Sprieguma tenzora komponentes sferiskaja koordinatu sistéma
Fi(z) = I Ty N ds. Viskozie spriegumi t;, jaizsaka sfeériskaja koordinatu sistéma. Speks biis
tikai z ass virziena. Viskozie spriegumi japrojic€ uz z asi. Lidz ar to speku var uzrakstit
sekojosi: F?) = I(rn 8, +7T,, -6, s = I(Tn -cOSV — T, -sinv)ds
Lidz ar to jaatrod viskozo spriegumu tenzora komponentes T, un Ty, .
Sk. 13.3.1. Deformaciju atruma tenzora komponensu atraSanas formulas

3
R R
T =2n—vr=2nvocosv —E—Jri—
or 2RY 2R?

=0 (sk. 11.3.9. legiits atrumu lauks) Seit tika

aprékinati normalie viskozie spriegumi. ST komponente vienada ar nulli un to var pamatot ari

sekojosi: (sk. 11.2.2. Nedeform&amibas robeznosacijums jeb normalie atrumi uz sféras

virsmas).

lov, oOv, v,
T = — + -7
v n(r ov or r

v, uz sferas ir vienads ar nulli (sk. 11.2.2. Robeznosacijums atrumiem uz sféras virsmas)
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ov
5 L =0 (sk. 11.3.9. Iegiits atrumu lauks)
\

L 3R RY) v, .~ . 3R 3R’
Vp=vosinv|=l+—+—| ——=v sV ——— ——

° 4r 4r° or 4 4t
~ ov, L. 3
Lidz arto Ty, =M or . =-NVv, sm VE

Var secinat, ka vislielakie spriegumi ir uz ekvatora, kur saiet kopa pliismas Ilinijas un ir
vislielakais atruma gradients.
Lidz ar to speks, ar kadu nekustiga lodite iedarbojas uz skidrumu, ir $ads:

FZ(Z) = —J'(rrr &, + Ty, 8y )ds = —Invo sinv;l){ -sin vds =|ds = r* sin vdvdg =

_ 3R? . -
=-NV, R 27cI sin” vdv = —4nnRv,

11.5.3. Stoksa pretestibas speks
Tatad summarais spéks, ar kadu lodite iedarbojas uz skidrumu jeb Stoksa pretestibas speks ir:
F, =FD +F% = —6unRv,
Pretestibas koeficients
levies jaunu lielumu pretestibas koeficientu O pre = 6TNR

Tad Stoksa pretestibas speks ir F, = —OtpretVO

Pretestibas koeficients klist svarigs, ja apskata kadas vielas difuziju jeb izplatiSanos

siltumkustibas rezultata kada skidruma. Tad sp€ku, ar kadu dalinas iedarbojas uz otru vielu,

var aprékinat péc Stoksa pretestibas speka formulas, nemot attiecigo dalipas izmeéru. Ja
kgT

zinams pretestibas koeficients, ir speka slavena formula: D = . Izmantojot to, var rakstit

QL pret
: _ . o D oC . -
vielas koncentracijas diftuzijas vienadojumu EZDAC. Ar S0 vienadojumu var aprakstit

visadu piejaukumu izplatibu.
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12. DAZADI NEPIECIESAMI APRAKSTI
12.1. PILNIGI ANTISIMETRISKS TRESA RANGA TENZORS - e,

12.1.1. Pilnigi antisimetriska tresa ranga tenzora ipasibas

e tas ir pilnigi antisimetrisks tre$a ranga tenzors.
e tam jebkura koordinatu sist€éma

o Komponentes vertiba mainas uz pretéjo, ja maina vietam divus indeksus (81
pasiba izriet no tenzora antisimetriskuma) €;,; = —€y;

o Komponentes, kuras ir kadi vienadi indeksi, ir vienadas ar 0 (tadel, ka péc
pirmas T1pasibas, mainot vienados indeksus vietam, vajadz&€tu mainities
komponentes zimei. Bet ta ka iegiita komponentes vertiba sakrit ar ieprieksgjo
(tas ir vienadas), tas iesp&jams tikai tad, ja §is komponentes vértiba ir 0)
€] =€kl = €1 =-.-= 0. Tatad indeksi 1, k,I ieiet katrs pa vienai reizei.

€3 =1
Pargjo komponesu zimes nosaka transpoziciju skaits, ar cik no [123] var iegit
doto indeksu kartibu. Nepara transpoziciju skaits dod pozitivu komponenti,

123
para — negativu. Piem. €53 = €531, jo [231% =1-2;2 > 3;3 = 1 Transpoziciju

123
skaits ir 3, nepara. Savukart €jp3 =—€13p, jo %132

Transpoziciju skaits ir 2, para (indekss “1” paliek uz vietas).
12.1.2. Pilnigi antisimetrisks treSa ranga tenzors vektoriala reizinajuma pieraksta

]:1—>l;2—>3;3—>2,

Ar €y var erti pierakstit divu vektoru vektorialo reizinajumu.

i j k
dxb=la; a; a3 =(aby—asby)i —(a;b3—azb;)j+(aby —asb;)
by by b;
So izteiksmi, izmantojot e;;, var parrakstit §adi: lﬁ X BL = e;qa, by (summeéts tiek pec “k”
un 6&1,’).
Pieméram: ja i = 1, tad no 0 atSkirsies tas e vertibas, kuras k=1 un I#1. Tatad k var biit 2 un
3, 1 var but a1 2 un 3, bet ne vienlaicigi ar k. Tatad

laXBJI = e1238,b3 +€137a3b; =asb3(e1; = +1)—azbs(eg3 = 1), utt

12.2. SIMETRISKA TENZORA UN ANTISIMETRISKA TENZORA
KONJUGACIJA

Pieradijums, ka simetriska un antisimetriska tenzoru konjugacija ir vienada ar 0.
Pienemsim, ka dots antisimetrisks tenzors ai= - ax; un simetrisks tenzors si=sx. Mums interes¢

lielums [=aim Sim (Summe péc “I” un “m”). Ta ka indeksus var apzimét brivi, tad parapzimeé tos
ka: I=amrsm. Antisimetriskajam un simetriskajam tenzoram pielieto simetrijas 1pasibas: am-Smi

= - am'Sm--1. Redzams, ka iegiita pretruna I = - I. Tatad §adas konjugacijas vertiba var bit tikai
0.
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13. KOORDINATU SISTEMAS, KOORDINATU SISTEMU MAINA
13.1. LIKLINIJU KOORDINATU SISTEMA

13.1.1. Likliniju koordinatu sistemas defin¢jums

Trisdimensionala telpa katru punktu raksturo tris skaitli, t.i. katra punkta radiusvektoru var
uzrakstit ka funkciju no trim mainigajiem T =71(q;,q,,93), kur q=qi(x,y,z). Par Iikliniju
koordinatu sisttmu to sauc tade], ka ja T =71(0,0,q5), tad rodas Iiklinija, kura tikai
specialgadijuma ir taisne.
13.1.2. Likliniju sistémas orti un metriskais tenzors

Vektors OO’
Vektors OO’, tatad, ir uzrakstams ka visu asu koordinatu reizindjumu ar atbilstoSo bazes
vektoru summu: dr =dq; -€;

Bazes vektori

Tétaddpézes vektoru, kuri vérsti pa koordinatu Iiniju pieskarém, vienadojumi ir izsakami:
. T
€= a . Bazes vektoru moduli Iikliniju sistéma nav vienadi ar 1:

1

_éi‘;tl_

Orti un Lameé koeficients
Katra telpas punkta krustojas tris Iinijas. Lai pateiktu, vai §is Iinijas ir ortogonalas, tam jamak
konstruét pieskares vienadojumi (bazes vektoru vienadojumi). Lai iegttu vienibas vektoru -

ortu, bazes vektors ir jaizdala ar normgjosu l@(geﬁcientu, ko sauc par Lame koeficientu:
iy

oq; by
Metriskais tenzors
Attaluma kvadratu var izteikt likliniju koordinates ar metriska tenzora palidzibu:
dr-dr = (éi : éj)d(lid% = gijdqidqi
Ortogonalas likliniju koordinatés metriskais tenzors ir diagonals. Par Lame koeficientiem sauc
g = h12 . Metrisko tenzoru atrod, salidzinot attaluma kvadratus Dekarta un apskatamaja
likIniju sistema.
sk. 13.6.4. Lamé koeficienti sfériskaja koordinatu sist€éma
sk. 13.5.4. Lameé koeficienti cilindriskaja koordinatu sist€éma

13.2. DIVERGENCE LIKLINIJU KOORDINATU SISTEMA

= 1 0 0 0
diva = ——(a;h,hy )+ —(a,hh; )+ —(azh;h
*
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(*) vektora a komponente orta e, virziena, utt.

13.3. SPRIEGUMA TENZORS LIKLINIJU KOORDINATU SISTEMA

13.3.1. Sprieguma tenzors ar deformaciju atruma tenzoru
Ka atrast sprieguma tenzoru Iikliniju koordinatu sistema
Katra punkta ir definéta Dekarta ortogonala koordinatu sistéma un katra punkta ir definéta
likliniju koordinatu sist€ma, kas arT ir ortogonala.

aVk aVi .o .4 -
—— +_—| dala, kas saistita ar spiedienu, visas
aXi 8Xk

koordinatu sistemas izskatas vienadi, tatad jainteres€jas, ka izskatas viskozo spriegumu
tenzora dala. Viskozo spriegumu tenzoru biezi dévé arT par deformaciju atruma tenzoru. Te
janem véra, ka parveidojas tenzora komponentes, parejot no vienas sist€mas uz otru. Vektoru

Spriegumu_tenzora Gy =-Pdjk + 1N (

~
~

a izsaka gan ar DOKS ortiem, gan Iiklmiju (ar ~): @ = a;¢; = Emgm , tad Am =4 ( ; (%)
(

ir skalarais reizinajums; tieck summets péc i.
Spriegums izteikts ar deformaciju atrumu tenzoru

e __ . aVk ov
Deformaciju atruma tenzoru apzimé € = | — + —
2 aX i aX k

1(ov Ov; )
Ok =-POiic+ 2N | S+ [=-pOy +2n- €y
2 aXi 6Xk
Deformaciju atruma tenzora likliniju koordinates iegiSana
Tenzora komponentes parveidojas ka vektora komponenSu reizinajums. Katra punkta

koordllnateﬁs , parveidojas péc $ada likuma: "I ~ Fik (Ei’ El) ke B

€= h aq ; Nemot vera, ka ¢; ir DOKS orti, tie nevar biit atkarigi no g koordinatem, tade]
1 1

tos var ienest zem diferencialzimes. T reizinot ar DOKS ortu iegiist T projekciju uz attiecigas

ass, t.i. koordinati x;. Tapéc: (5 ¢ ):L‘éxi ; (é g ):L% Lidz ar to:
5 L1, ie p . i> V1 hl aql 5 ks m hm aqm . .
E?'Uk aXi _ Eﬂvk
~ . = ov. Ox ov-
Cm =7 (6Vk+avj LN O g 05 8y By gy OV K N
2\ &x;  oxy Jhhy 8q dqp, Xy 04y Oqp

+
2\ h; 0q; hy, 09y, hy, Oqy, hy dq;

+
2| hy 0q; hy, 69y, hy, 09y hy O
(D (I1)

< (1avk1axk lavlalelavklaxk 1ovi 1,

VEl arvien DOKS ir vi, vi.

L= 1 ox
Parveido (I) dalu, nemot véra, ka (ek , Cm): h : aqik , So dalu ienes zem diferencialzimes.
m m
Tad iegust:
Avidien) _ v A )+ v, Bm v 1 ox _0len) 0 v 08
oqy o — % oq h, dq,  q oq  oq  oq
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1 ov; 10 v, _ de
Analogi parveido (IT) daju: —— X _ o1 _; 9%

v
hy & by 0 04 04y
Deformaciju atruma tenzora vispariga izteiksme

iy ar . 118V+18V1 1 .08, 1 .03
1dz ar to iegiis ehn ———V - A )
hl aql hm aqm hl aql hm aqm
Atliek tikai atrast 87 un 8e1
8ql 8qm

Iz8kir divas situacijas:
Formula deformaciju atruma tenzora nediagonalajam komponentém
Sk. Deformaciju atruma tenzora vispariga izteiksme
Atrod nediagonalo komponenti, kad m=1
-------------- Teoréma

: : oe
Ja Iikliniju koordinatu sistéma ir ortogonala un m#l, tad vektoram — nav komponentes
qi

= ae
treSaja virziena, ti. ¢, —=0.

1
-------------- Pieradijums
Zinams, ka katra punkta Iikliniju koordinatu sist€éma ir ortogonala un m=l. Tatad izpildas

o  of . i o (or ot
— =0, tatad var uzrakstit: ,
oq, 0q, aqi \ 99 0qp,
o o’ ot azf_a(a? afJ_zaf % 6(6? 61?J
q 0qmdx  O0dm 0919k 091 \ 9y O qx 19m  99m \ 091 99y
*) *)
(*) locekli ir vienadi ar nulli, jo visi indeksi pie q ir dazadi.

)=0. Izteiksmi  parraksta:

oF 0% 3 i3 et
Tatad < ' =0, Bet ——=h mém un — =N & ievieto: Mk & ,
Ak 099 O m K
. a(h g ) = -
0 = oe = ¢oh ~ :
atvasina: — - =hgé | hy ™ +e, |, tatad hkékhmae—m:O.Té ka Lamé
ko aq aq aq aq
=0

koeficienti nekad nav nulle, tad sakariba pieradita.
-------------- Nediagonalas komponentes atraSana

No otras puses par vektoru ¢, ir zinams, ka tas vienmer ir vienibas vektors, t.1. e2 =1.So0

. . . . _ . _ = agm _ 8€m ~ agm
izteiksmi atvasinot péc q, iegiist: €, -— > =0 tatad — = 1 &_. —= nav komponente ne
oq, 0q; 0q,

orta €., ne €, virziena.

~

Tatad var rakstit, ka —— Om = kel
5%
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Atliek atrast A. Lai atrastu A, skaldri sareizi xﬁ—agm oot o
1ek atras . Lar atrastu A, SKalari sar€izina: =¢C = : .
oq; h; 0q;0q|hy, Oqpy

*) **)

(*) Tevieto 51 un gm izteiksmes
(**) hy, var vienkarsi iznest pirms diferenciala, jo ta atvasinajums bis nulle
11 6 o 1 10 (af afj_ 1 oh,
hyhy, 84) 8ymdd;  hihy, 209, (0q; 0 ) hy, 84y,
M
)

(D) jo skalarais reizinajums nav atkarigs no vektoru kartibas
(IT) sis ir 1-tais Lame koeficients kvadrata
GE oh
Lidz ar to o™ — ! 1
aql hm aqm
vienadibas pusés) un
glmzl(lﬁvm Lo Loz L oohy | vgm1ahm]
2 hl aql hm aqm 1’11 hm aqm h hl aql
- 1[1 v, 1 oh; 1 ov, 1 8hmJ
= - Vi +— - m
hm aqm hmhl aqm hl aql hmhl 8ql

Cim =
2
Formula sprieguma tenzora nediagonalajam komponentém
leprieks iegtito formulu var vienkarSot:

~ 1({h @& (Vlj h, o (ij
°m=5l 7w A v T oA |
2 hm aqm hl h1 8ql hm
Aprekina piemerus

sk. Sprieguma tenzors cilindriskaja koordinatu sistéma

sk. Sprieguma tenzors sfériskaja koordinatu sistéma
Formula deformaciju atruma tenzora diagonalajam komponentem

Formulas diagonalajam komponentém iegiiSana

gl (Seit netiek summeéts pec 1 un m, jo koeficienti paradas abas

m

~ 0 _de
Lidzigi ka ieprieks iegaist: &y = - 20— 1 594
hy dq; h; 0q
8’_‘.’
Jaatrod j.
oq,

: . . ~ 1 S .
Lieto viltigu panémienu, sakot, ka €| = 5 Clpr (ep X er), kur summeéSana ir pé€c p unr un €y -

pilnigi antisimetrisks treSa ranga tenzors (sk. 12.1. Pilnigi antisimetrisks tresa ranga tenzors).
Atvasinot péc q, iegiist:

0 _1 e |+ te, [a % Izmanto iepriek§ iegito formul rt
—=—-¢€ —XE€ - - 1. zmanto 1EPricks 1eguto ormuliu ortu
8(]1 2 lpr 5q1 r 2 Ipr| %p 6(]1 p g

~

Cm 1

aql - hm 6qm

oh, ~
Le,.

atvasinajumiem ar dazadiem indeksiem:
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% _1 Doz e lite [aox M3 g & pe jo 1 aba
- — . OCIT Summe pec un r, jo apbas
6(]1 2 lpr h aq € T 9 Ipr| ¥p hr aqr 1 p p J

pus€s. Vajag tikt vala no antisimetriska treSa ranga tenzora. Izmanto antisimetriska tenzora
Ipasibas un maina S indeksu kartibu.

ot el oL ey <)

=5, =¢
(M

(I) Saja dala var veikt indeksu parsauk$anu: parsauc p—r un r—p. Ta var darft, jo tikai p&c 1

nenotiek summesana.

Viegli var redzet, ka pec indeksu parsauksanas, iegiitie locekli ir vienadi. Esam ieguvusi:
0e 1 ohy _

6ql hp 6q
deformaciju atruma tenzora diagonalas komponentes
& .. dh gy Wy dh
11131+111th = h1 a_1+h_Pal]
R . I G , tieck summeéts p&c p.

Deformaciju atruma tenzora komponensu atrasanas formulas
Tenzora nediagonalajam komponentém

~ 1 hl 0 Vl hm 0 Vm
Cm =5 T A Rroal B
h aqm hl h1 aql hm
Tenzora diagonalajam komponentém
i 1 a'ifl 1 1 7 Bhl | ﬂ 5 v_p ﬂ
h1 dijy h1 h P, R hy 3,
Sk. Orti un Lamé koeficients

r

€p ; p#l un attiecigi

13.4. POLARA KOORDINATU SISTEMA

13.4.1. Polaras atskaites sistémas ieveSana
polara atskaites sistema
Izmanto punkta kustibas izteikSanai plakné.
Teved polaro asi ar sakumpunktu — polu O. ST ass atrodas punkta kustibas plakné.
Punktu raksturo ar
e attdlumu no no pola — polarais radiuss r
e polara radiusa stavokli pret polaro asi — lenkis ¢
Punkta kustibas likums
Polarie punkta kustibas vienadojumi:
r=r(th o=o¢(t)
Sakariba starp taisnlenka un polarajam koordinatam
X=TIcosQ;, y=rsinp, z=2
Vienibas vektori polaraja koordinatu sistema
polara radiusa r virziena €,
perpendikulari radiusa virzienam ¢ pozitiva pieauguma virziena atliek €,
Abi vienibas vektori, kas ir ar1 virziena vektori, griezas kopa ar polaro radiusu ap punktu O.
Punkta radiusvektors

p=r-¢
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13.4.2. Atrums polaraja koordinatu sistema
dp _dr - de,

V= —-e, + T
dt  dt dt
—
ey
(I) ir vienibas vektora atvasinajums pé&c laika. €, modulis laikd nemainas, mainas tikai ta

virziens. Tada vektora atvasinajums ir vérsts perpendikulari paSam vektoram ta galapunkta

— —

. ) . de, . . . - . . .
stavokla izmainas virziena. Tatad d—r virziens ir €. Atliek noskaidrot |— | moduli.
t

Cr
dt

Vektora €, galapunkta stavokla izmaiga d€, ir uzrakstama: |dé.|=[¢;|de. Ta ka [, =1,

r_ ‘ér‘dq)
dt dt

d(pq
dt 0

Atruma izteiksme
Atruma izteiksme

_do
dt

iegust:

Lidz ar to de,
dt

dp dr +d(pﬂ

€, Sy

dt  dt dt

Redzams, ka punkta atrums izteikts ar divam savstarpg&ji perpendikularam koordinatém
Transversalais atrums

V= T

- d
Komponente pie €y: v = d(tp‘r'
Radialais atrums
- dr
Komponente pie €,: v, = it
Atruma modulis
2 2
V=./Ve +V;

Atruma virzienvektors

. . _ .V
€y, tas izsakams: €, =€y —
\%

atruma vektora virziena lenki

Y
+e, -
v

v \%
cos(v, € ) _® ;cos(v, €, )= —r
4 v

13.4.3. Paatrinajums polarajas koordinates
Paatrinajuma iegiiSana
Paatrinajumu iegiist, atvasinot péc laika ieprieks iegiito atruma izteiksmi:

- 2 2 deé
W d(dr L do fj ar @&, &’ . dr do, [d 0. Hdww.rJ

a= e, + e, +—
dt o dtldt dt dtdt g2 dt di °° dt2 ®  dt dt
2 2 de
a=dr dog AT (A0 A0S dr dog
dt dt dt? dt? dt dt dt dt
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€ .. _ e = . .
Jaatrod —* . Ta virziens vérsts perpendikulari €, un uz to pusi, uz kuru parvietojas vektora

dt
galapunkts. Sis virziens ir pretéjs radiusa virzienam, tatad tas ir -€,. Spriezot lidzigi ka
de d_é(p d(P -

aprékinot ——, ieglist: — > = g..
dt dt dt
Lidz ar to:

2 2 2
ﬁzzﬁ.di(p_' +dr._' +d(p_' d(p_'

€ € .
dt dt © a2 " dr T a2 "
Paatrinajuma izteiksme

2 2 2
g |10 o0 do) g pdir fdo
dt2  dt dt dt2  dt

2 2
i éwl‘iﬁld@ +érdr-—r[d(P
r dt dt dt? dt

Transversalais paatrinajums

2
Komponente pie € : ag :rd—(P+2g~d—(p=li rzd—(p .
de?  dt dt rdt\ dt

Radialais paatrinajums

a

2 2
Komponente pie €,: a, = d’r _ r(dq)]
dt?  \dt

Tangencialais paatrinajums

v

- . . . - a
a.= dv/dt Atruma moduli atvasinot, ieglist: a, =

+v.a,

N

\%

13.5. CILINDRISKA KOORDINATU SISTEMA [34],[15]

13.5.1. Cilindriskas atskaites sistemas ievieSana
Ieved cilindrisko koordinatu sisteému: polara ass — z ass, ieved plakni, kas perpendikulara $ai
polarajai asij. Ieved atskaites plakni xz.
Punkta stavokli plakn€ raksturo ar:

e punkta attalumu Iidz polarajai asij, radiuss r
e punkta attalumu Iidz plaknei xy - augstums  z
e lenki starp punktu un atskaites plakni, kas nosaka radiusvektora stavokli [0)

z

Punkta kustibas likums
Vienadojumi, kas ir punkta kustibas likums cilindriskaja koordinatu sisteéma:

r=1(th e=olth z=2(1)
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Sakariba starp taisnlenka un cilindriskajam koordinatam
X=rcosQ; y=rsinQ, z=2z
Vienibas vektori cilindriskaja koordinatu sistéma
Sakumpunkta atliek
vienibas vektoru radiusa r virziena ¢,
perpendikulari radiusa virzienam r pozitiva grie$anas virziena virziena atliek €,
z ass virziena atliek €,
Punkta radiusvektors
Var tikt izteikts, ka vektoru summa (sk. attelu):
p=r-¢,.+z-¢,

13.5.2. Atrums cilindriskaja koordinatu sistéma

Atvasinot radiusvektora izteiksmi péc laika, iegiist atrumu cilindriskaja koordinatu sistéma:

smi pee laika fegast trumu cilinds

B _dr o &, dr

dt dt dt dt dt
—

Atruma izteiksme

Ta ka polaras koordinatu sist€mas (sk. 13.4.1. Punkta radiusvektors) radiusvektora izteiksme
pilniba ietilpst cilindriskas koordinatu sistémas (sk. 13.5.1. Punkta radiusvektors)
radiusvektora izteiksmé€ un atrums polarajas koordinatgs ir jau atrasts, tad atliek pievienot Sai
izteiksmei koordinates z atvasinajumu péc laika:

. dr . do . dz .

V=& + 1€, + €,

dt dt dt

13.5.3. Paatrinajums cilindriskaja koordinatu sistema
Paatrinajuma atrasana

Atrod, atvasinot atruma izteiksmi:

dv df|dr - do - dz .
o= et e+ €,
dt dt| dt dt dt
%f_J
) an

(I) atvasinajums jau ir atrasts ka paatrinajums polarajas koordinates (sk. 13.4.3. Paatrinajums
polarajas koordinat€s):

2 2 2
@:é@ rdi(p_kzgﬂ _|__ér dr_r[d(Pj
dt dt? dt dt dt? dt
d(1) d(dz _ j d’z _  dg,
= —€, |=—~-€, +
dt dt? dt

——
=0

- Z
Paatrinajuma izteiksme

- 2 2 2 2
G0 [ Lo, b do) o dr_{dcpj ve, 42
dt di2 dt dt di2 dt dt?

13.5.4. Lameé koeficienti cilindriskaja koordinatu sistema

Sk. 13.1.2. Likliniju sist€mas orti un metriskais tenzors
Bez pieradijuma:
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h1:1 5 hzzr; h3:1

Sk. lidzigu izvedumu Lamé koeficienti sfériskaja koordinatu sistéma
13.5.5. Divergence cilindriskaja koordinatu sistema

Sk. 13.2. Divergence likliniju koordinatu sistéma
Sk. 13.5.4. Lame koeficienti cilindriskaja koordinatu sistéma

r O 2
13.5.6. Sprieguma vektora komponensu izteiksmes cilindriskaja koordinatu sistema

Divergence no sprieguma tenzora
cilindriskajas koordinates:
Péc divergences likliniju koordinatas formulas:

1 . ~ . 1 1 06 G
P e L e R G P P
OX i r|or ® oo 0z r or r op 0z
(*) tie ir spriegumi, kas darbojas uz virsmas elementu ar normali r virziena.
Sprieguma vektora komponensu izteiksmes
Ieguist r-to komponenti

Tagad jaizsaka spekam e, ¢, z —to komponenti, t.i. ci otro indeksu.

S N P AT
G,=G-€, = _|€,0, €,
r or ?i—)‘ 1.0) 0z
%/_/
(H) (1II) (Iv)

(I) €. nav atkarigs no r vertibas, tapec to drikst ienest zem diferencialzimes
(I) €0, ir 6, projekcija r virziena, tatad €.6,=0,

G
(II1) Izsaka €, 87({) , ienesot ¢, zem diferencialzimes:
¢

e 6,) 8 06 06 _ 00y 00y
(€:5,) A SN Sl S = S
o o ¢ o ¢e op = i i

%(_/ ~

€,6,=0y =€,

—

. 06, . - ) .
(IV) Izsaka €, —* , ienesot €, zem diferencialzimes:

aes,) . 68, _ &,
=0, +er = g Gy _ 1Z
oz oz oz €, =
%,_/ %/_J

G, =0

Tatad sprieguma vektora r-ta komponente
ir:
0o o
G, = 1o ot #1000 lcsq)q)+ Oz
ror r op r 0z
Iegiist @-to komponenti
10@,5,.r) &, 05, dE,s,)
=+ +
¢ ® r or r oo 0z
M (1I) (1D
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(I) €, nav atkarigs no r vértibas, tapéc to drikst ienest zem diferencialzimes

(II) Izsaka €, Tq) , ienesot €, zem diferencialzimes:

ol€,0 oe oG 0G

(5’ (p)= 26 +Cp =0+, . 05, 06 g
=> €, — = +

_% % 0P ¢ ° 50 ot 4

€90p=0¢p T

(1IT) €, nav atkarigs no z vértibas, tapéc to drikst ienest zem diferencialzimes

Tatad sprieguma vektora ¢-ta komponente
ir:

= +
* rort * r r op 0z

Ieguist z-to komponenti
€, nav atkarigs ne no r, ne @, ne z veértibas, tapéc to drikst ienest zem visam diferencialzimém
=G é — l a(_ézarr) + 1 anG(P + 6(_ézaz )

z r  or r O0¢ 0z

c 0o 0o
G 10 (G(p r)+ & +1 ks ez

G
Tatad sprieguma vektora z-ta komponente
ir:
— l a(Ger') + laGZ(P + acSzz
r or r 0o 0z

G

z

13.5.6. Sprieguma tenzora komponensu atrasSana cilindriskaja koordinatu sistema

Sk. 13.3.1. Deformaciju atruma tenzora komponensu atrasanas formulas
Sk. 13.5.4. Lamé koeficienti cilindriskaja koordinatu sist€éma

Piemeérs
Atrast o, cilindriskaja koordinatu sisteéma.

Sprieguma izteiksme Gy =-POjk + 21 - €j

15Vq> Ve or v, or _lach v,

+- ==
r| op Lo 1ozl rdp r

=0
1 Ve v
= - +2 . 744_ r
g0 =P n[r o rJ

Lidzigi iegiist visas pargjas sprieguma tenzora komponentes.

Aprékina deformaciju atrumu tenzoru: €, =

un lidz ar to iegust:

13.6. SFERISKA KOORDINATU SISTEMA

13.6.1. Sferiskas atskaites sistemas ievieSana
Koordinatu sakumpunkts - pols O.
Punktu raksturo ar
e attalumu no pola — polarais radiuss p
e polara radiusa stavoklis pret plakni xy — lenkis 0 jeb platums
e polara radiusa projekcijas stavoklis plakngé xy — lenkis ¢ jeb garums jeb azimuts

111



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

Punkta kustibas likums
Stferiskie punkta kustibas vienadojumi:

p=p(th o=tk 0=0(t) vai v=vy(t)
Sakariba starp taisnlenka un sferiskajam

koordinatam
sk. zim.
X =pcosBcos@; y=pcosOsing; z=psin0O
vail
X =psinvcosp; y=psinvsing;, z=pcosv
Vienibas vektori sferiskaja koordinatu
sistéma

polara radiusa p virziena €,
perpendikulari radiusa virzienam 0 pozitiva pieauguma virziena atliek € vai ari atliek €, v
pozitiva pieauguma virziena
perpendikulari abiem ieprieks$€jiem vienibas vektoriem ¢ pozitiva pieauguma virziena atliek
€,

Vienibas vektoru atvasinajumi péc laika:

Vienibas vektoru projekcijas uz DOKS
koordinatu asim:

€opoks = 1cosBcos @+ jcosOsin +ksin6
€gpoks =—18in 0 cose — jsin Osin ¢ +kcos O
€ oDOKS =—18in @ + jcose
Atvasinajumi péc laika

de - - - - ~

—P :—id—esinecoscp— i d(psin(pcose—j@sinesinqwjd—(Pcosecosq)+k@cos9
dt dt t dt dt dt

d -

ﬁ:—1@0059005(%L i d(Psm Osin @ — J@cosesm(p _]d(P sin Ocos @ — k@sme
dt dt dt dt dt dt

dt dt d

vientbas vektoru atvasinajumi izteikti ar
vienibas vektoru palidzibu

de,
=€ do +é¢@cos6

dt dt dt

e
ﬁ=—@ép —é(p dq)sm@

dt dt dt

de d d
— -3 e, (pcos6+ee—(Psm9
dt dt dt

112



Andrejs Cebers; Teoretiska hidrodinamika; ievadlekcijas

Punkta radiusvektors
p=p-¢,
13.6.2. Atrums sferiskaja koordinatu sistéma
Atruma izteiksmes iegiSana
Sk. 13.6.1. Punkta radiusvektors un vienibas vektoru atvasinajumi izteikti ar vienibas vektoru
palidzibu
Iegust atvasinot radiusvektora izteiksmi.

i}:i:i -
dt dt ° _de
(D
dé
(I)ip=69@+é @cosﬁ

atruma izteiksme sferiskajas koordinates:
. dp dp . . d6 _ do
V=—=—":¢8,+6;—-p+€,—co0sO-
a dt P P g P
13.6.3. Paatrinajums sferiskajas koordinates

Paatrinajuma izteiksmes iegiSana
Sk. 13.6.1. vienibas vektoru atvasinajumi izteikti ar vienibas vektoru palidzibu

Sk. 13.6.2. Atruma izteiksme sferiskajas koordinatés
legiist atvasinot péc laika atruma izteiksmi.

o _d¥p_dfp . dp 05 LBl d%e  _ da dp
E|_=_=_=_.|3'|:I . PRl P e +EE|_'|:|+EE| e
At @t g dt dt dt dt dt dt dt
de 2
+—md—mcuse-p+ﬁwd—mcnse p- m%@sme p+E dqjcuse i
dt dt it dt dt Yo dt
Il
2 2
§=d—p'Ep+E'EBE+Em—p % _ﬁé'ﬂp Emwsmeﬁ.p = d_.p+EEE.E+
dt dt dt dt ot 2 dt dt o a2 dt dt
2 2
—Epd—gpcns B p+Ey @smeﬂcnsﬁ P+ Ey d—mcnsﬁ p- dﬁ'@sma p+Ew%cnsﬁ| dp
dt it it T ot odt it it
Il
2 2 2 2 2
i= E_[d_':lj] cnsze-p—ﬁp Bt E.p+2@-ﬁ+[dq]] sin Boosf-pl By +
dt? Lt dt 2 dt 2 gt odt Lt
2
[2—'3 E 2—3;51'11 |:|+—q:I cosd p]eq,

Paatrinajuma  komponentes sfeériskaja

2 2 2
ap:d_p—p d_E+ % cost @
T T

koordinatu sistema

dt dt [1 dt
2
m=2—p-ﬂcuse+p ¢ ? cosH Eﬂﬁsmﬁ
gt dt {2 todt
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13.6.4. Lameé koeficienti sferiskaja koordinatu sistema

Sk. 13.1.2. Likliniju sist€mas orti un metriskais tenzors

Sk. 13.6.1. Sakariba starp taisnlenka un sfériskajam k.
Apréekins
X =pcosOcosp; y=pcosOsing; z=psind

(dp)* =dx? + dy? + dz?
(dx)2 = (cos 0 cos pdp — psin B cos dO — p cos O sin (pd(p)2
(dy)2 = (cos 0 sin @dp — psin Osin @dO + p cos O cos (pd(p)2
(dz)2 =(dpsin 0 + p cos 6d6)2
Il
(dx)2 = cos? O cos? (pdp2 + p2 sin? 0 cos? (pd@2 + p2 cos? Osin’ (pd(p2 -
—2psinOcos0O cos? odpd6 + 2p2 sin O cos Osin @ cos dOdo — 2p cos? Osin ¢ cos edpdo
(dy)2 =cos” Osin? (pdp2 + p2 cos? 0 cos? (pd(p2 + p2 sin? 0sin> (pde2 +
—2psinBcosO sin? @dpd6 + 2p cos? Osin ¢cos pdpdop — 2p2 sin O cos 0sin @ cos edOd
(dz)2 =sin? de2 + p2 cos? 0d0? + 2psin O cos 6dOdp
Il
(d[S)2 =cos” 0cos? (pdp2 + p2 sin? O cos? (pde2 + p2 cos” Osin? (pd(p2 -
—2psinBcosO cos? @dpd6 + 2p2 sin 0 cos 0 sin @ cos @dOdp — 2p cos? Osin ¢ cos pdpdo +
+ cos? Osin? (pdp2 + p2 cos? 0cos? (pd(p2 + p2 sin? Osin? (pd62 +
—2psinOcos 0O sin? @dpdO + 2p cos? Osin ¢ cos edpde — 2p2 sin O cos 0sin ¢ cos edOd¢o +
+sin? 0dp? + p? cos? 0dO? + 2psin 0. cos OdOdp
I
(d;S)2 = cos’ Odp2 {cos2 o+ sin (pJ + sin’ de2 +
=l
+ p2 sin* 0d0* [cos2 o+ sin’ (p} + p2 cos” 0d0* +
=1
+ p2 cos? Gd(pz[sin2 Q+ cos’ (pj -
=1
— 2psin O cos 6cos? ¢@dpdO — 2psin O cos Osin 2 ¢@dpd6 + 2p sin 6 cos 6dpdO +

=0
+ 2p2 sin O cos Bsin @ cos edOde — 2p2 sin O cos Osin ¢ cos edOde +

=0
+2p cos? Osin ¢@cos gdpde — 2p cos? @sin ¢ cos dpdo

=0

Il
(dﬁ)z = dpz(cos2 0 + sin 2 BJ + pzdez[sin2 0+ cos? 6}+ 2p? cos? 0do?

=1 =1

Il
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(df))2 =dp2 + p2d92 + p2 cos’ Gd(p2
Sferiskas koordinatu sistéemas metriskais

tenzors
1 0 0
_ 2
gi=|0 p 0
0 O p2 cos? 0

Lameé koeficienti sferiskaja sistema:
hy,=1; he=p; hy=pcosO
13.6.5. Divergence sferiskaja koordinatu sistéma

Sk. 13.2. Divergence likliniju koordinatu sistéma
Sk. 13.6.4. Lamé koeficienti sfériskaja koordinatu sist€éma

Pé&c divergences likliniju koordinatas formulas:

iak _ 1 (a(app2 cos 9)+§6(aepcos 9)+:(aq,p)]

OX p? cosO \ dp ¢
jeb
oa oa Oa
0 a =, ! [pz cosep+2pcos6ap+pcos69—psin6a9+p(Pj
X p~ cosO ap 09 O

13.6.6. Rotors sferiskaja koordinatu sistema

oa
rota = 1 i(sine.a(p)_% é’p+ l@(pae)_l p —~(p_+_
psin 0\ 00 o p Op p 00

1 da, 1[0 -
| — = —(paq)) o
psin® Jdp pl\op

13.6.7. Sprieguma tenzora komponentes sfériskaja koordinatu sistéma

Sk. 13.3.1. Deformaciju atruma tenzora komponensu atrasanas formulas

Sk. 13.6.4. Lamg koeficienti sfériskaja koordinatu sistéma
Sprieguma tenzora komponensu atrasana

[¢]

Piemers
Sprieguma izteiksme Gy =-POjk + 21 - €j

Atrast 6, sfériskaja koordinatu sisteéma.
Vispirms atrod deformaciju tenzoru:

ov \% ov \%
1 ( <p+p8(pcose)+veé‘(pcosﬁ)J_ 1 ( (p+pcose—vepsinel

€

szcos@ op 1 op p 00 “peosOl dp 1 p
6 _ 1 5V¢+V7p_vetg9
?? pcos® g p p
un
ov \% toO
Cop ="P+2n" — vy Yo
pcosO Oo p p

Lidzigi var iegiit par§as sprieguma tenzora komponentes. Visas sprieguma tenzora
komponentes sferiskaja koordinatu sistéma var atrast [15], 77.1pp.
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13.6.8. Mainigo transformacija 3karSaja integrali no DOKS uz sferisko KS
Mainigo transformacijas formula
Ja japariet no DOKS uz sferisko koordinatu sistému:
dxdydz=|J|drdvde
Jakobians
veco (DOKS) koordinasu atvasinajumi p&c jaunajam (sferiskajam)
Vecas koordinates jaizsaka ar jaunajam.

ox oy o

or or or sinvecosg  sinvsing  cosv

ox Oy 0z . .
J=— —- —|=|rcosvcos@ rcosvsing -—rsinv =

ov oOv ov . . .

Ox Oy 0z| |~rsinvsin@ rsinvcose 0

op 0p 00
o 2 .2 . . ( 2 .2 . )
=sinvcos@-r-sin” vcos@—sinvsin @-\-r” sin” vsin |+

2 2 2 )
+cosvir“sinvecosvcos” @+1-sinvcosvsin® @)=
3 3 vsin? (p+r2 sin v cos? v(cos2 (p+sin2 (p):
2 2

=% sin> vcos? (p+r2 sin

2

—r?sinSv+rlsinveos?v=r sinv(sin2v+coszv)=r sin v

13.6.9. Laplasa operators sferiskaja koordinatu sistema

1 0( , 0 1 o[ . 0 1 0
Azizf r-— |+ 5. —|Smv-— +ﬁ72
r- o\ o) r’sinv ov ov) r-sin”v ép
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